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Частина  1

Тема 1. Лінійна алгебра

1. Матриці та вектори. 
2. Визначники.
3. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь. 
1.1. Матриці та вектори. 

Означення. Матрицею розміром n×m називається прямокутна таблиця чисел 
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Означення. Матриці A=(aij) та B=(bij) називаються рівними (однаковими), якщо вони мають однакову кількість рядків та стовпців і всі їхні елементи, розташовані на однакових місцях, є рівними (тобто aij=bij для всіх значень i та j).

Означення. Сумою двох матриць A=(aij) та B=(bij) з однаковою кількістю рядків та стовпців називається матриця  C=A+B, де

              cij=aij+bij        (i=1,…,m; j=1,…,n).                                        (1.1)
Означення. Добутком матриці A=(aij) на число k називається матриця B=k(A  вигляду   B=k(A=(k(aij).

Матриця називається квадратною, якщо кількість її рядків співпадає із кількістю стовпців (n=m).

Означення. Квадратна матриця  E=(eij) називається одиничною, якщо 
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тобто ця матриця має вигляд  
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Означення. Матриця  O  називається нульовою, якщо всі її елементи є нулями:       
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Означення. Добутком матриці 
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 називається матриця 
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, елементи якої обчислюються за формулою
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Приклади.  

1. Нехай 
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   Тоді   
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2. Нехай, крім того, 
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   Тоді        
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                  D(C   -  не має сенсу,
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Зазначимо, що в останньому прикладі    А(В ( В(А .

Виконуються такі властивості додавання та множення матриць:

Е(А = А(Е = А     (властивість множення на одиничну матрицю);

О(А = А(О = О    (властивість множення на нульову матрицю);

k(O = O(k = O A+O = O+A =A;

(((A) = ((()A;      (A()( = A((();
A+B = B+A                    (комутативна властивість додавання);

A+(B+C)=(A+B)+C       (асоціативна властивість додавання);
((+()A = (A+(A;

((AB) =((A)B;

(A+B)C = AC+BC ;     C(A+B) = CA+CB.

Означення.  Матрицею  AT,  транспонованою до матриці 
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,   називається матриця   
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Виконуються такі властивості:

(AB)T = BTAT;

((A+(B)T = (AT+(BT;

(AT)T = A.

Частковим випадком матриці є вектор (упорядкована послідовність чисел). Розрізняють вектор-рядок (матрицю-рядок)  
[image: image20.wmf])
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 та вектор- стовпець (матрицю-стовпець)   
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Добуток матриці на вектор обчислюється за загальним означенням множення матриць:
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Приклад.  Для виготовлення виробів W1 та W2 потрібні вузли v1 та v2. Для виготовлення цих вузлів, в свою чергу, відповідно, потрібні деталі d1, d2 та d3 у кількостях, що наведені у таблицях:

Вироби
Кількість вузлів

 Вузли
Кількість деталей


v1
v2


d1
d2
d3

W1
2
3

v1
2
1
0

W2
1
4

v2
1
0
3

Обчислити кількість деталей, що потрібні для виготовлення кожного із виробів W1 та  W2.

На основі аналізу цих таблиць бачимо, що шукана кількість деталей облислюється як добуток матриць


[image: image25.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

+

×

×

+

×

×

+

×

×

+

×

×

+

×

×

+

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

´

÷

ø

ö

ç

è

æ

12

1

6

9

2

7

3

4

0

1

0

4

1

1

1

4

2

1

3

3

0

2

0

3

1

2

1

3

2

2

3

0

1

0

1

2

4

1

3

2

 .

Отриманий результат такий:

Вироби
Кількість деталей


d1
d2
d3

W1
7
2
9

W2
6
1
12

Зокрема, для виготовлення виробу W2 потрібно 12 деталей d3.

Приклад. Нарахувати заробітну плату, яку потрібно виплатити на кожне замовлення, якщо вхідна інформація задана у таблицях:

                                                                     Таблиця  A

Виріб
Затрати робочого часу на робочих місцях, год.


1
2
3
4

W1
0,8
2,1
1,2
3,0

W2
1,3
0,5
2,8
0,2

W3
1,1
1,0
2,5
1,8

                                                                     Таблиця  B

Замовлення
Кількість виробів


W1
W2
W3

Z1
5
7
3

Z2
4
0
2

Z3
6
2
1

                                                                     Таблиця  C

Робоче місце
Погодинна заробітна плата, грн.

1
1,30

2
1,25

3
1,40

4
1.45

Помноживши матрицю B на матрицю A, отримуємо затрати часу на робочих місцях щодо кожного замовлення:

Замовлення
Затрати робочого часу на робочих місцях, год.


1
2
3
4

Z1
16,4
17
33,1
21,8

Z2
5,4
10,4
9,8
15,6

Z3
8,5
14,6
15,3
20,2

Справді, 
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Перемноживши отриману матрицю на вектор (матрицю-стовпець) C, обчислимо витрати на зарплату щодо кожного із замовлень:

Замовлення
Витрати на зарплату

Z1
120,52

Z2
56,36

Z3
         80,01

Отже, витрати на зарплату обчислюються як добуток матриць: 
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Приклад. Входження деталей та комплектуючих у деякий виріб показане на рисунку 1.1 :

                                        Виріб

                      4                  3            10             15

    Комплектуюча       Комплектуюча           Деталь               Деталь

             K1                         K2                          D1                      D2

     2          3                   4             5


          D1               D2                D1              D2

                                                 Рис. 1.1.

Визначити загальне входження кожної з деталей D1 та D2 у виробі.
Побудуємо відповідні матриці.

Матриця входжень деталей у комплектуючих:  
[image: image28.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

5

3

4

2

A

. Тут рядки відповідають деталям, а стовпці ​ комплектуючим.

Безпосереднє входження деталей у виробі – це вектор 
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Тоді загальну кількість деталей D1 та D2 у виробі обчислюють за формулою
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Отже, для виготовлення одного виробу потрібно 30 деталей D1 та 42 деталі D2 .
Означення. Нехай  A=(aij)i=1,…,n;j=1,…,n ‑ квадратна матриця. Оберненою до неї матрицею  A-1 називається матриця, для якої має місце  
A(A-1=A-1(A=E .

Якщо обернена до A матриця існує, то  (A-1)-1=A.

Приклад. 

Нехай  
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Справді,
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За допомогою оберненої матриці можна розв’язувати системи лінійних рівнянь, оскільки запис
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є рівнозначний до запису
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Розв’язок 
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 знаходиться при допомозі множення зліва обидвох частин на обернену матрицю A-1 :
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Відшукання оберненої матриці ​ досить складна математична задача. Проте дії над матрицями реалізовані у багатьох комп’ютерних системах. Зокрема, в системі EXCEL обчислення оберненої матриці реалізується за допомогою так званої функції масиву MINVERSE, а множення матриць –за допомогою функції масиву  MMULT (зазначимо, що функція масиву, на відміну від звичайної функції, вводиться одночасним натисканням трьох клавіш – Shift, Ctrl та Enter).

1.2. Визначники
Означення. Визначником (детермінантом)  матриці другого порядку 
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Означення.  Визначником (детермінантом) матриці третього порядку   
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Приклади:
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Означення. Визначником квадратної матриці A розміру n×n називається число 
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Сума обчислюється за всіма перестановками (i1,…,in). Величина inv(i1,…,in)  ​ це кількість інверсій перестановки (i1,…,in), тобто кількість пар  (ik,im) таких, що  ik>im , проте ik розташоване лівіше від im .

Легко перевірити, що означення визначника другого та третього порядку задовольняє загальне означення.

Множина визначників задовольняє такі властивості:

1. У разі транспонування матриці значення визначника не змінюється:
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2. У випадку перестановки двох довільних рядків (або двох довільних стовпців) знак визначника змінюється на протилежний:
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3. Якщо всі елементи одного рядка (стовпця) матриці є пропорційними до елементів другого рядка (стовпця) цієї матриці, то її визначник дорівнює нулю:
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є вдвічі більшими від елементів першого.

4. Якщо всі елементи рядка (стовпця) помножити на якесь число, то визначник теж помножиться на це ж число:
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5. Якщо до елементів деякого рядка (стовпця) додати елементи іншого рядка (стовпця), помножені на довільне число, то значення визначника не зміниться:
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Означення.  Мінором  Mij елемента aij визначника  
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 називається визначник розміру (n-1)×(n-1) , який утворюється з визначника 
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  викреслюванням  i-го рядка та  j-го  стовпця. 

Приклад. У визначнику 
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 визначники другого порядку 
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  є відповідно мінорами елементів a1, b1 та c1.

Означення.  Алгебраїчним доповненням Aij елемента aij  називається його мінор, узятий зі знаком (+) або (-) так:

якщо сума (i+j) номерів рядка i та стовпця j є парною, то потрібно взяти знак (+), якщо ж ця сума непарна – то знак (-).

Для визначника довільного порядку виконується така 

Теорема. Визначник дорівнює сумі добутків елементів довільного рядка (стовпця) на алгебраїчні доповнення цих елементів.

Зокрема, 
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Приклад.  Обчислити визначник  
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За теоремою (розкладаємо визначник за елементами другого рядка) отримуємо той самий результат:

( = a21A21+a22A22+a23A23 = a21(-M21)+a22M22+a23(-M23) =
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Таким способом обчислення визначників високих порядків можна послідовно зводити до відшукання визначників щораз менших порядків.

Зазначимо також, що функція MDETERM системи EXCEL дає змогу автоматизувати обчислення визначників досить високих порядків.
Розглянемо довільну (не обов’язково квадратну) матрицю A . Рангом r(A) цієї матриці називається найвищий порядок її мінора, що не дорівнює нулю.
Приклад.  Матриця 
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  має три мінори третього поряду (всі з яких дорівнюють нулю), дев’ять мінорів другого порядку (з яких деякі дорівнюють нулю, а деякі – ні) та 12 мінорів першого порядку. Отже, для цієї матриці ранг r(A)=2.

Розглянемо систему векторів 
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 у  n-вимірному просторі. Ця система називається лінійно залежною, якщо існують такі числа k1,…km  (не всі з яких одночасно дорівнюють нулю: k12+k22+…+km2>0), що
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Якщо ж із рівності  
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 випливає той факт, що k1=k2=…=km=0, то система називається лінійно незалежною.

Приклад.  Система векторів 
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 є лінійно залежною, бо існують числа k1=1, k2=1/2, k3=1 такі, що k12+k22+…+km2 = 1+1/4+1 > 0  і  одночасно    
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Приклад.  Система векторів 
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виконується тільки при  k1 = k2 = 0 .

Легко бачити, що при m > n система векторів завжди є лінійно залежною.

Приклад. Нехай 
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                                     Рис. 1.2
Пропорційні вектори завжди  лінійно залежні.

Приклад. Нехай 
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Нехай задана деяка система векторів 
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  цієї системи називається базою (базисом), якщо 

· ця підсистема  лінійно незалежна;

· кількість елементів k цієї підсистеми є максимально можливою.

Приклад. Базисом системи 
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Приклад. Базисом тривимірного простору R3 є система векторів  {(1;0;0;), (0;1;0), (0;0;1)} .

Означення. Нехай  
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 - квадратна матриця. Власними значеннями (власними числами, характеристичними числами) цієї матриці називаються такі значення параметра ( , які задовольняють рівняння  |A‑((E| =0 , тобто рівняння
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Приклад.  Обчислити власні значення матриці  
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Будуємо рівняння для відшукання власних чисел:   
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Розв’язуємо це рівняння:

      (1-()((4-()-(-1)(2 = 0;

      (2 -5(+6=0;

      (1 = 2;  (2 = 3.

Означення. Квадратна матриця називається додатно визначеною, якщо всі її власні числа є додатними.

Теорема.  Квадратна матриця 
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 є додатньо визначеною тоді і тільки тоді, коли кожен з її діагональних мінорів є додатнім:

       a11 > 0;
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Приклад.  Матриця  
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  є додатно визначеною, оскільки обидва її власні значення (1 =2 та (2 =3 є додатними. Додатну визначеність цієї матриці можна з’ясуватити також за допомогою обчислення мінорів:

              a11 = 1 > 0;
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Означення. Власним (характеристичним) вектором матриці A називається вектор 
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, де ( - власне число матриці A.

Приклад.  Вектори  
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3. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь

Розглянемо систему двох рівнянь з двома невідомими
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Кожне з цих рівнянь задає деяку пряму на площині. Позначимо основну матрицю цієї системи через 
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, а розширену матрицю ​ через  
[image: image110.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

2

2

2

1

1

1

c

b

a

c

b

a

B

.
Можливі три такі випадки:

- ранг матриці  r(A)=2. Вектори (a1;b1;c1) та (a2;b2;c2), отже, є лінійно незалежними і система має єдиний розв’язок (x0;y0). Геометрично маємо дві прямі на площині, які перетинаються в одній точці;

- ранг розширеної матриці r(B)=2, а ранг основної r(A)=1. Вектори (a1;b1;c1) та (a2;b2;c2) є лінійно незалежними, а вектори (a1;b1) та (a2;b2) – лінійно залежними. Рівняння системи ​ це дві паралельні прямі., Отже, система не має розв’язків;

- ранг як основної, так і розширеної матриці дорівнює одиниці: r(A)=r(B)=1. Вектори (a1;b1;c1) та (a2;b2;c2) є лінійно залежними. Геометрично маємо дві прямі, які збігаються. Система має безліч розв’язків.

Розглянемо тепер систему трьох рівнянь з трьома невідомими
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Кожне рівняння цієї системи задає деяку площину в просторі.

Можливі такі випадки:

· усі три площини перетинаються в одній точці (x0;y0;z0). Ранг r(A)=3. Система має єдиний розв’язок  (x0;y0;z0);

· усі три площини перетинаються по одній прямій (при цьому площини можуть збігатися). Ранг r(A)<3 та ранг r(B)<3. Система має безліч розв’язків;

· хоча б дві площини є паралельними між собою (r(A)<3 та r(B)=3). Система розв’язків не має.

Розглянемо систему двох рівнянь з трьома невідомими
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Можливі лише такі випадки:

· дві площини,  задані цими рівняннями,  паралельні. Це є тоді, коли ранг звичайної (основної) матриці r(A)=1, а ранг розширеної – r(B)=2. Система розв’язків не має;

· обидві площини співпадають. Вектори (a1;b1;c1;d1) та (a2;b2;c2;d2) лінійно залежні. Система має безліч розв’язків;

· площини перетинаються по прямій. Ранги обох матриць  r(A)=r(B)=2. Ці ранги є меншими від кількості невідомих системи. Система, отже, має безліч розв’язків.

Зазначимо, що множиною розв’язків у другому випадку є площина, а в третьому – пряма. Тому розв’язати систему двох рівнянь з трьома невідомими ‑ означає описати аналітично множину всіх розв’язків.

Приклад.  Розв’язати систему   
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Перенесемо змінну x у праву частину:  
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Помножимо перше рівняння на -2 і додамо до другого:

                              4z = -28

Помножимо перше рівняння на 2 і додамо до другого:

                             -8y = 32-4x
Розв’язуючи отриману систему  
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,  знаходимо:

                           y = (1/2)x-4 ; z = -7. 

Отже, загальний розв’язок початкової системи має вигляд  

{(x; -4+0,5x;7)|x(R}. Надаючи параметру x різних значень, ми отримуємо конкретні розв’язки. Наприклад, при x=1 розв’язком є трійка чисел 

(1; -3,5; -7), при x=0 –  (0; -4; -7) , а при  x=5 –  (10; 1; -7). Трійку чисел (2; 2; 2) не можна отримати при жодному значенні параметра, отже, розв’язком системи вона не є.

Розглянемо методи розв’язування систем n лінійних рівнянь з n невідомими
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Одним із способів є використання оберненої матриці:
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Розглянемо також правило Крамера.

Нехай ( ‑ визначник матриці 
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Введемо позначення
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    (i=1,…,n).

Виконується така теорема: Якщо ((0, то система 
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 має єдиний розв’язок, який знаходиться за такими формулами (формулами Крамера):
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Якщо (=0 і в множині {(1,…,(n} є ненульові елементи, то система рівнянь розв’язків не має.  Якщо ж  (=(1=…(n=0 , то система має безліч розв’язків.
Приклад.
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Тут   
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[image: image124.wmf]27
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Отже,  x1=81/27=3;  x2=(-108)/27=-4;  x3=(-27)/27=-1;   x4=27/27=1.
У шкільному курсі математики вивчають метод послідовного вилучення невідомих (метод Гауса). Ми наведемо модифікований метод вилучення невідомих – так званий метод Жордана-Гауса.

Розглянемо схему Жордана-Гауса на прикладі розв’язування конкретної системи   
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яку у матричному вигляді записують так: 
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Початкова таблиця має такий вигляд:
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Числа  -2  та  -3  ‑ це елементи другого та третього рядка (взяті з протилежним знаком), які розташовані в тому стовпці, де в першому рядку є число 1.

Множимо перший рядок на числа  -2  та  -3 й отримуємо, відповідно, вектори  (-2; -4; 6; 12) та (-3; -6; 9; 18). Додаємо ці вектори до другого і  третього рядків:
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Ділимо всі елементи другого рядка на  -5, роблячи діагональний елемент таблиці одиничним:
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Розпочинаємо наступний етап методу. Множимо другий рядок на  -2  та на  4 й отримуємо вектори  (0; -2; 14/5; 22/5)  і  (0; 4;-28/5;-44/5). Додаємо ці вектори до першого та  третього рядків:
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і робимо ще один діагональний елемент одиницею (ділимо на  22/5):
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На останньому кроці множимо третій рядок на  1/5 та 1/7 і додаємо утворені вектори  (0;0;1/5;3/5) і (0;0;7/5;21/5) до першого та другого рядка:
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   , тобто отримуємо систему рівнянь
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  ,  розв’язками якої є числа  x1= -1;   x2=2;   x3=3.

Якщо під час обчислень у схемі Жордана-Гауса деякий рядок повністю стає нульовим ( 0  0  0 | 0 ), то це є ознакою того факту, що система має безліч розв’язків.

Якщо ж цей рядок стає нульовим за винятком вільного члена 
( 0  0  0 | bi(0 ), то система розв’язків не має.

Приклад. Модель міжгалузевого балансу Леонтьєва.

Нехай у деякій державі є три галузі господарства: промисловість, сільське господарство та виготовлення ЕОМ. Нехай x1, x2, x3 ‑ обсяги виробництва у цих галузях. Нехай також  y1, y2  y3 ‑  обсяги кінцевого виробництва (виробництва на продаж, виробництва без внутрішнього споживання) цих галузей (рис. 1.3).

                           a11x1                                                               a22x2
                                                             a12x2

                      1                                                                               2                         y2
           Промисловість                                                                 с/г
y1                 x1                                                                              x2
                                                               a21x1
               a31x1                a13x3                 a23x3                     a32x2

                                                       3

                                           Виготовлення

                                                  ЕОМ
                                                     x3                                   y3

                                         a33x3

                                           Рис. 1.3.

Нехай aij ‑ кількість одиниць продукції i-ої галузі, яка йде на виробництво однієї одиниці продукції j-ої галузі. Зокрема, кожна одиниця продукції сільськогосподарської галузі (галузі номер 2) використовує a12 одиниць продукції промисловості (галузі номер 1) та a32 одиниць продукції галузі, яка виготовляє комп’ютери.
Тоді сільське господарство в цілому використовує для випуску своєї продукції a12x2 одиниць продукції промисловості та a32x2 одиниць продукції комп’ютерної галузі. Крім того, сільське господарство витрачає a22x2 одиниць власної продукції (наприклад, відгодівля худоби потребує певних затрат кормів).

Отже, для другої галузі маємо таке рівняння балансу:

                       x1 = a11x1 + a12x2 + a13x3 + y1
Записавши аналогічні рівняння для кожної із галузей, отримуємо систему лінійних рівнянь:
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Цю систему для випадку n змінних записують також у вигляді
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та в матричному вигляді
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Побудована система міжгалузевого балансу (модель Леонтьєва) дає змогу за обсягами виробництва в окремих галузях контролювати їхній кінцевий продукт та навпаки.

Із формули (1.8) випливає, що вектор кінцевої продукції в моделі Леонтьєва визначається  формулою
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а вектор загального випуску – 
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Тема 2. Аналітична геометрія

1. Вектори.

2. Аналітична геометрія на площині.

3. Аналітична геометрія в просторі.

2.1. Вектори
Означення. Вектором (n-вимірним вектором, геометричним вектором) називається впорядкований набір чисел  
[image: image139.wmf])
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Означення. Вектори називаються рівними, якщо співпадають їхні розмірності та всі компоненти.

Приклад. Вектори (1;2;3) та (1;3;2) рівними не є, незважаючи на те, що множина  {1;2;3} дорівнює множині {1;3;2} .
Означення. Нульовим вектором називається вектор 
[image: image140.wmf])
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Означення. Добутком вектора 
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 на число k називається вектор   
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Означення.  Сумою векторів 
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 називається вектор    
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Означення. Скалярним добутком векторів 
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 називається число    
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Означення. Модулем (довжиною) вектора  
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Кут ( між векторами 
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. При n=2 ця формула співпадає зі шкільною формулою для кута між векторами на площині.

Вектори називаються ортогональними, якщо їхній скалярний добуток дорівнює нулю. Це виконується за умови  cos(=0 , тобто  при (=900. 

Розглянемо прямокутну систему координат на площині та вектори 
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 на цій площині (рис. 2.1). Ці вектори (вони ортогональні і їхня довжина дорівнює одиниці) називають ортами.
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Розглянемо також просторову систему координат з ортами  
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Виконується така теорема: Кожен вектор в n-вимірному просторі єдиним способом розкладається по координатних осях.

Зокрема, в тривимірному просторі
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Нехай 
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 ‑ вектори, а k ‑ дійсне число. Виконуються такі властивості:
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Наведемо деякі формули, що стосуються векторів у тривимірному просторі.

Кути між вектором  
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 та координатними осями обчислюють за формулами

                 
[image: image174.wmf]2

2

2

cos

z

y

x

x

+

+

=

a

;

                
[image: image175.wmf]2

2

2

cos

z

y

x

y

+

+

=

b

;

                 
[image: image176.wmf]2

2

2

cos

z

y

x

z

+

+

=

g

.

Кут між двома векторами  
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 обчислюєть за формулою
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Означення. Векторним добутком векторів 
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 називається вектор
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Векторний добуток задовольняє, зокрема, таку властивість:
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 , де  (  ‑ кут між векторами  
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Приклад. Обчислити площу трикутника  ABC, де  A(1;0;2), B(1;2;0), C(0;1;2). 

Знаходимо вектори 
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=(0;2;-2) та  
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=(-1;1;0). Оскільки площа трикутника ABC дорівнює 
[image: image188.wmf]AC

AB

AC

AB

ABC

S

×

=

=

2

1

sin

2

1

j

, то спочатку  обчислюємо векторний добуток
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Знаходимо модуль цього векторного добутку: 

                    
[image: image190.wmf]12

2

2

2

2

2

2

=

+

+

=

×

AC

AB

 

Отже, шукана площа  
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2.2. Аналітична геометрія на площині
Пряма лінія на площині найчастіше задається у вигляді рівняння

                           y = k(x + b                                                            (2.3)

де  k=tg( ‑ нахил цієї прямої до осі OX (рис 2.3,а).

Часткові випадки розташування прямої (y=kx, x=a, y=b) показані, відповідно, на рис.2.3б-г.


     y                        y                          y                               y



                                                                                             b

     b

                          x            1350       x                           x                             x
                                                                       a

           а                         б                            в                                 г

                                      Рис.2.3

Загальне рівняння прямої на площині має вигляд

                               Ax + By + C = 0                                           (2.2)

Якщо B(0 , то рівняння (2.2) можна перетворити у (2.1).

Приклади.  Побудувати графіки прямих y=1-x та 2x-y+2=0. У першому прикладі k=tg(= -1, отже (=1350 (рис. 2.4,а). В другому прикладі маємо y=2x+2 , отже, k=tg(=2 (рис. 2.4,б).

                y                                                y

                                                                          2x-y+2=0

 y=1-x                                                         2

                   1

                            (=1350
                                 

                            1                     x      -1                                    x
                             а                                          б

                                                 Рис. 2.4

Наведемо ще деякі з рівнянь, які задають пряму на площині.

Пряма, яка проходить через дві задані точки (x1;y1) та (x2;y2): 
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або, що те саме,

                              
[image: image193.wmf]0

1

1

1

2

1

2

=

-

-

-

-

y

y

x

x

y

y

x

x

 .                                           (2.3()

Пряма, яка проходить через задану точку (x1;y1) паралельно до заданої прямої y=ax+b :

                            y-y1=a(x-x1)                                                           (2.4)

Пряма, яка проходить через задану точку (x1;y1) перпендикулярно до заданої прямої y=ax+b :
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Рівняння прямої у відрізках
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Переходи від одного вигляду рівняння прямої до іншого виконують за допомогою нескладних перетворень.

Приклад. Загальне рівняння прямої має вигляд 2x-y+2=0.

Перейдемо до рівняння прямої у відрізках:

                              -2x+y=2,
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Перейдемо до рівняння з кутовим коефіцієнтом:

                               y=2x+2.

Візьмемо на нашій прямій дві точки, наприклад, (x1;y1)=(-1;0) та (x2;y2)=(0;2),і побудуємо рівняння прямої, яка проходить через ці дві точки:
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Наведемо ще декілька формул щодо прямих на площині.

Кут між прямими  y=a1x+b1 та y=a2x+b2  обчислюється за формулою

                              
[image: image198.wmf]2
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Прямі y=a1x+b1 та y=a2x+b2 отже, є паралельними, якщо a1=a2, та перпендикулярними, якщо  a1(a2 = -1.

Точка перетину прямих є розв’язком системи рівнянь
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Відстань від точки M(x1;y1) до прямої Ax+By+C=0 визначають за формулою
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Приклад. Попит Q (кількість товару, що буде куплено) на товар  залежно від його ціни p на ринку задається формулою  p=p(Q)=500-10Q. Пропозицію Q (кількість товару, що потрапить на ринок)  залежно від  ціни задає формула  p=p(Q)=50+5Q.

Зобразити графічно криві попиту та пропозиції і визначити ціну рівноваги.

Маємо такий графік (рис.2.5).

                         p

                      500

                                                                      Пропозиція

                         p*
                                                     Попит

                        50

                                                                     

                                             Q*                            Q
                                             Рис. 2.5.

 Ціну рівноваги p* (а також рівноважний випуск Q*) визначаємо як точку перетину прямих попиту та пропозиції, тобто розв’язуємо систему лінійних рівнянь
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Помноживши друге рівняння на 2 і додавши до першого, отримаємо p*=200  та  Q*=30 .

Приклад.  Нехай ринкова ціна за одиницю деякого виробу становить p=10. Витрати, пов’язані з випуском кожної одиниці цього виробу в деякій фірмі, Vc=5 (змінні витрати). Постійні витрати фірми становлять Fc=40. Визначити обсяг виробництва Q, за якого фірма матиме прибуток. 

Загальні витрати фірми на виготовлення Q одиниць продукції описуються залежністю

                Tc = Fc + Q(Vc = 40+5Q .
Доход фірми від виготовлення і реалізації Q одиниць продукції становить

                TR = p(Q =10Q .

Визначимо такий випуск Q*, за якого доход фірми збігається з її витратами:

                  TR = TC ,

                 10Q = 40+5Q ,
                  Q* = 8 .

Отже, прибуток (різниця між доходом і витратами) в цій моделі починається при Q*>8 і далі необмежено зростає (рис. 2.6).

                 Tc,TR
                                           TR(доход)=10Q

                                               Tc(витрати)=40+5Q
                      40


                               Q*=8                          Q
                                               Рис. 2.6.

Розглянемо також основні криві другого порядку та їхні рівняння. Це такі криві, рівняння яких містять змінні  x2  і/або  y2.
Рівняння кола з центром у точці (a;b) та радіусом r має вигляд

                                    (x-a)2+(y-b)2=r2 .

У частковому випадку (коло одиничного радіуса з центром у початку координат) це рівняння спрощується:

                                    x2+y2=r2 .

Рівняння еліпса (геометричного місця точок, сума відстаней до яких від двох заданих точок є сталою) записується  так (рис. 2.7):
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                                        F1                F2
                                            Рис. 2.7.

Точки  F1(-c;0) та F2(c;0) називаються при цьому фокусами. 

Виконуються такі властивості:

· для довільної точки A на еліпсі 
[image: image203.wmf]a
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· c2=a2-b2.

Рівняння гіперболи (геометричного місця точок (x;y), для яких різниця відстаней до фокусів F1 та F2 є сталою) має вигляд (рис. 2.8):
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Для гіперболи виконуються такі властивості:

· для довільної точки A на гіперболі  
[image: image205.wmf]a
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· c2=a2+b2.


                                              y

                                                                  A(x;y)
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                          F1(-c;0)                              F2(c;0)

                                              Рис. 2.8.

Рівняння параболи  (геометричного місця точок, однаково віддалених від заданої точки 
[image: image206.wmf])
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 і заданої прямої 
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                                   y = 2px


                                    B                      A(x;y)
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                                                                      F  

                                                    Рис. 2.9.

Тут для довільної точки A(x;y) параболи y = 2px виконується рівність 
[image: image208.wmf]AF
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‑ відстань від точки A до прямої 
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2.3. Аналітична геометрія в просторі

Загальне рівняння площини в тривимірному просторі, яка проходить через точку (x0;y0;z0) перпендикулярно до вектора  
[image: image211.wmf])
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  має вигляд

                       A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)                                              (2.7)

або

                          Ax+By+Cz=0                                                            (2.8)

Спеціальними площинами є площини OXY (рівняння z=0), OXZ (рівняння  y=0) та OYZ (рівняння x=0).

Рівняння площини, яка проходить через три задані точки  (x0;y0;z0), (x1;y1;z1), (x2;y2;z2) (якщо ці точки не лежать на одній прямій), є таким:

                      
[image: image212.wmf]0

0

2

0

2

0

2

0

1

0

1

0

1

0

0

0

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

z

z

y

y

x

x

z

z

y

y

x

x

z

z

y

y

x

x

                                          (2.9)

Приклад.  Записати рівняння площини, яка проходить через точки  M0(1;2;3), M1(2;1;2) та M3(3;3;1).

Маємо           
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 звідки   x+4y-4=0.

Рівняння площини у відрізках є таким:
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Ця площина проходить через точки  (a;0;0), (o;b;0) та  (0;0;c).

Приклад.  Ціни за одиницю кожного з трьох товарів становлять, відповідно, 2, 3 та 4 умовні одиниці. Бюджет споживача дорівнює 120 умовних одиниць. Зобразити графічно бюджетне обмеження цього споживача.

Нехай споживач на всі гроші купив x одиниць першого товару, y одиниць другого та z одиниць третього. Тоді виконується рівність

                                   2x+3y+4z=120.

Ми отримали бюджетне обмеження споживача як загальне рівняння площини.

Зручніше записати це обмеження у вигляді рівняння площини у відрізках (виконавши ділення на 120):
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`Отже, споживач може купити або тільки 60 одиниць першого товару, або тільки 40 другого, або тільки 30 третього, а також може перебувати в довільній іншій точці площин   
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  за умов x(0; y(0; z(0 (рис .2.10).
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                                                                   Бюджетне обмеження –

                                                                   частина площини в просторі

                                        30
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                                             Рис. 2.10.

Якщо ж витрачають не всі гроші, то бюджетне обмеження буде тетраедром:
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Розглянемо випадок, коли споживач зовсім не купує третього товару (z =0). Тоді бюджетне обмеження представлятиме собою відрізок прямої на площині
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або множину точок всередині трикутника (рис. 2.11)
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                                                                Бюджетне обмеження -

                       40                                     відрізок прямої на площині

                                                      60              x
                                        Рис. 2.11.

Рівняння прямої у тривимірному просторі також записується багатьма способами.

Пряму як перетин двох площин задають системою лінійних рівнянь
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Симетричне (канонічне) рівняння прямої, що проходить через точку  (x0;y0;z0)  паралельно до напрямного вектора  
[image: image221.wmf])
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Параметричне рівняння прямої є таким:
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Рівняння прямої в просторі, яка проходить через дві точки (x1;y1;z1)  та  (x2;y2;z2) , є подібним до рівняння прямої на площині:
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Приклад.  Пряма в просторі проходить через дві точки: M1(1;2;3) та  M2(4;6;8) .  Рівнянням цієї прямої згідно (2.14) є рівняння
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Виконавши операції віднімання, отримуємо канонічне рівняння
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Від останнього рівняння перейдемо до параметричного задання прямої (формула 2.13):       
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У тривимірному просторі справджуються такі формули для кутів:

кут між двома прямими  
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обчислюється згідно з формулою     
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кут між прямою 
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  та  площиною  Ax+By+Cz+D=0  знаходиться за формулою      
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Тема 3. Послідовності 
1. Послідовності та їхні границі.

2.Майбутня та теперішня вартість.

3.Використання техніки дисконтування в економічних задачах.

3.1. Послідовності та їхні границі

Означення.  Послідовністю називається множина чисел    {xn} = 

 = x1,x2,…,xn,…,  яка підпорядковується певному закону.

Числова послідовість може бути як скінченною, так і нескінченною.

Приклади послідовностей.

1. {xn} = 0, 1, 4, 9, 16, …

  Тут загальний член  послідовності {xn} заданий формулою xn = n2.

2. 
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3. xn ‑ n-е за порядком просте число, тобто

x1=1;   x2=2;    x3=3;    x4=5;     x5=7;   x6=11;…

Означення.  Число A називається границею послідовності {xn}, якщо для довільного числа (>0 знайдеться такий номер N, починаючи з якого всі члени послідовності потрапляють у  (-окіл числа A .

Використовується запис  
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За допомогою кванторів ∃ (“існує”) та  ∀ (“для всіх”) останнє означення можна записати так:
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Приклад. Розглянемо послідовність 
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. Її границею є число 10. Зокрема, для (=0,1 номер N дорівнюватиме 10, оскільки 
|A-x11|=|10-10-1/11|<0,1=(;    |A-x12|=|10-10-1/12|<0,1=(; . . .

Для (=0,02 таким номером буде N=50 і так далі.

Послідовність xn=n2 границі не має. Не має границі також послідовність  1,1; 2,1; 1,01;2,01;1,001;…

Означення. Послідовність, яка має границю, називається збіжною. Послідовність, границею якої є число нуль, називається нескінченнно малою.

Приклад.  Нехай 
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Наведена нижче теорема описує властивості границь послідовностей.

Теорема. Якщо послідовності {xn} та {yn} збіжні, і 
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 ,  то послідовності  {xn ± yn}, {xn ( yn} також є збіжними, причому
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Якщо B(0, то послідовність 
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Приклади.  

1. Знайти 
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        Це послідовність вигляду {xn(yn}. Згідно з теоремою  

         
[image: image245.wmf]20

2

10

3

2

l

1

10

l

3

2

1

10

l

2

2

im

im

im

=

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

¥

®

¥

®

¥

®

n

n

n

n

n

n

n

 .

2. Знайти  
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Маємо послідовність вигляду 
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 , у якій як послідовність {xn}={n+5} , так і послідовність {yn}={4n} не є збіжними. Для того, щоб застосувати попередню теорему, потрібно спершу виконати штучний прийом: поділити як чисельник, так і знаменник на n .
                           
[image: image248.wmf]4

1

4

5

5

n

n

n

+

=

+

 .

Тепер    
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3. Знайти 
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Розглянемо дві числові послідовності спеціального вигляду.

Приклад.  Задано арифметичну прогресію:

                   {an} = a1,  a1+d,  a2+d,  a1+3d,…

Величина d називається різницею прогресії. Загальний член an арифметичної прогресії обчислюють за формулою an=a1+(n-1)d. Сума  перших членів прогресії 
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Наприклад, для прогресії {xn} =2;  12;  32;  42; . . .   
an = 2+10(n-1) = 10n-8 
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Очевидно, що будь-яка арифметична прогресія є розбіжною послідовністю.

Приклад. Задано геометричну прогресію   

                    b1;  b1q;  b1q2;  b1q3;  . . .

Величина  q  називається знаменником геометричної прогресії. Загальний член прогресії має вигляд  bn=b1qn-1. Сума  перших членів прогресії  
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Наприклад, для прогресії 1;  1/2;  1/4;  1/8;…;1/16;. . .  загальний член bn=1((1/2)n-1, а сума  n  перших членів ‑ 
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, зокрема, S2=3/2. 

При |q| < 1 послідовність b1;  b1q;  b1q2;  b1q3; ...  є нескінченно малою. Така послідовність називається нескінченою геометричною прогресією.
Сума всіх членів нескінченної (нескінченно спадної) геометричної прогресії 
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Приклад.  Сума всіх членів прогресії 1;  1/2;  1/4;  1/8; . . .
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Приклад.  Сума всіх членів прогресії 1;  -1/2;  1/4;  -1/8; . . .  
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  (тут q = - 1/2 ).

3.2. Майбутня та теперішня вартість
Нехай  p -  початковий внесок в банк;

            r - процент (відсоток) нарахувань;

            t - кількість періодів, що минули від моменту початкового 

                внеску.

У тому випадку, коли нараховують звичайні відсотки, поточний розмір внеску є послідовністю типу арифметичної прогресії

                a0=p;  a1=p+rp;  a2=p+2rp;  . . .;  at=p+trp; . . .

Загальний член прогресії (розмір внеску в періоді t ) обчислюють за формулою 
                               at=p(1+t(r).

Приклад.  Клієнт вклав у банк 1000 грн. під прості відсотки у розмірі 10% річних. Визначити, через скільки періодів його внесок подвоїться.

При p = 1000 грн. та  r = 0,1=10%  маємо  

a0=1000;  a1=1100;  a2=1200; . . . ;  at=1000(1+0,1t); . . .

Подвоєння внеску (at=2a0) відбудеться через 1/r=10 періодів (років). Справді, із рівняння  1000(1+0,1t) = 1000 (2  отримуємо

                                 1+0,1t = 2;

                                    t = 10.

Нехай, як і раніше, як і раніше,  

  p -  початковий внесок у банк;

  r - відсоток нарахувань;

  t - кількість періодів, що минули від моменту початкового внеску,

проте в кінці кожного періоду нараховують відсотки не від початкового внеску, а від розміру останнього внеску (так звані складні відсотки).

Тепер розміри внесків в кінці періодів будуть такими:

b0 = p;

b1 = p+rp =p(1+r);

b2 = (p+rp)+r(p+rp) =p(1+r)2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

bt=p(1+r)t
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Як бачимо, послідовність значень цих внесків є геометричною прогресією.

При p=1000;  r=0,1 (10%) у випадку складних відсотків розміри внесків будуть такими:

b0=1000;  b1=1000(1,1=1100;  b2=1000(1,12=1210; . . . ;bt=1000(1,1t;. . .

Подвоєння внеску ( bt=2b0 ) буде через 7,27 періоду (року). Справді, з рівняння  1,1t=2  маємо t(ln1,1=ln2, звідки  
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Ми отримали результат: у разі нарахування складних відсотків у розмірі r через t періодів (місяців, років) внесок p зростає до p(1+r)t . Зокрема, кожна гривня зросте до (1+r)t гривень.

Отже, майбутня вартість теперішніх грошей обчислюється за формулою
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Позначення FV та PV представляють собою скорочення від слів Future Value (майбутня вартість) та Present Value (теперішня вартість).
Очевидно, що теперішню вартість майбутніх грошей розраховують за формулою
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Обчислення теперішньої та майбатньої вартості виконують функції PV та FV (у російській версії використовуються не зовсім вдалі назви БЗ та ПЗ ) системи EXCEL .

Приклад. Нараховують складні відсотки у розмірі 30%. Обчислити майбутню вартість (через два роки) теперішніх грошей у сумі 2000 грн.

Згідно з формулою (3.3) маємо FV=2000(1+0,3)2=2000(1,69=3380 грн.

Цей же результат дає застосування функції FV(0.3,2,0,-2000) або у російській версії БЗ(0,3;2;0;-2000).

3.3.Використання техніки дисконтування в економічних задачах

Обчислення за формулою (3.4) та аналогічними формулами  називають дискотуванням. Техніка дисконтування дуже поширена у фінансових розрахунках.

Наведемо кілька прикладів.

Приклад. Банк приймає внески під складні відсотки у розмірі 6% (r=0,06) річних. Кожного року клієнт під ці відсотки кладе однакову суму грошей, не знімаючи їх. Якими повинні бути ці щорічні внески, щоб через  три роки  на рахунку стало 5000 грн.?

Позначимо шукані шорічні внески через p.

Спочатку на рахунку маємо S1 = p грн.

Через один рік на цьому рахунку вже буде S2=[p+p(1+r)]  грн. 
      (новий внесок p та  p(1+r), яка отримали з попереднього внеску).

Через два роки  ‑

       S3 =  p+p(1+r)+p(1+r)2 =   p[1+(1+r)+(1+r)2] грн.

І, нарешті, через t років матимемо загальний рахунок у розмірі 
       St+1 =  p[1+(1+r)+…+(1+r)t]  грн.

Зокрема, через три роки 

       p[1+(1+r)+…+(1+r)3] = 5000 грн.

Згідно з формулою  (3.1)
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Цей же результат отримуємо, використавши фінансову функцію ППЛАТ(0,06;3;0;-5000) системи EXCEL.

Приклад. Скільки грошей потрібно покласти під складні відсотки у розмірі  r = 7%, щоби протягом чотирьох років знімати по 1200 грн. Після цих чотирьох років на рахунку не повинно бути нічого.

Для того, щоб через один рік мати змогу зняти з рахунку 1200 грн., (тобто щоб мати майбутню вартість FV1=1200), потрібно сьогодні покласти на цей рахунок внесок (теперішню вартість PV1) у розмірі
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Щоб мати змогу зняти з рахунку FV2=1200 грн. через два роки, потрібно сьогодні покласти на цей рахунок 
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Аналогічно, для забезпечення можливості знімання по 1200 грн. у кінці третього та четвертого років потрібно на початку мати на рахунку, відповідно,
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Отже, всього потрібно вкласти
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(тут використані формули (3.1) та (3.4)).

Функція ПЗ(0,07;4;-1200;0) дає результат    PV = 4064,65 грн.
Приклад.  Яким повинен бути теперішній внесок під 12% річних (складні відсотки), щоб мати змогу щороку (безконечно) знімати з рахунку по 1000 грн.?

У нашому прикладі

FV1 = FV2 = FV3 = … = FVn = …= 1000 грн.

Кожну з цих майбутніх вартостей потрібно забезпечити відповідною теперішньою вартістю   PV1,  PV2,  PV3,  . . . ,  PVn, , . . 

Теперішній внесок PV, очевидно, повинен дорівнювати сумі всіх цих теперішніх вартостей.

З використанням формули (3.4) отримуємо
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Використавши тепер формулу (3.2) для суми нескінченно спадної геометричної прогресії, одержимо
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Приклад (оцінка інвестиційного проекту). Нехай деякий проект потребує за перший рік вкладення 300 умовних одиниць інвестицій; за другий рік – теж 300 умовних одиниць і за третій – 200 умовних одиниць. Починаючи з третього року проект даватиме доход: 100 умовних одиниць за третій рік; 300 умовних одиниць – за четвертий; 400 – за п’ятий та 500  за шостий. Надалі доходу не буде. З’ясувати, чи вигідно вкладати інвестиції в цей проект (вважаючи, що ризику нема). Передбачено щорічну інфляцію у розмірі 20%.

Задамо вхідні дані задачі такою таблицею:

Грошові потоки
Р о к и


1
2
3
4
5
6

Інвестиції (витрати)
300
300
200
-
-
-

Доходи (вигоди)
-
-
100
300
400
500

Перерахуємо як інвестиції, так і доходи майбутніх років на теперішню вартість (тобто, звиконаємо дисконтування). 
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Отже, інвестувати цей проект невигідно.
Приклад (погашення кредитів). Нехай клієнтові надано кредит у розмірі K=50000 грн. на t = 10 років. Визначити розмір R щорічного внеску клієнта (вважають, що цей внесок повинен бути однаковим продовж усіх 10 років). Нараховують складні відсотки у розмірі r = 10% річних.

Розглядаючи K як теперішню вартість, маємо 
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Отже, клієнт упродовж 10 років повинен сплачувати по 8137,25 грн.

Тема 4. Функції від однієї змінної

1. Функція, границя функції.

2. Економічний сенс основних елементарних функцій.

3. Спеціальні функції та границі.

4.1. Функція, границя функції

Означення.  Якщо кожному елементу x з області визначення D за деяким правилом поставлено у відповідність один і тільки один елемент y з області значень E , то говорять, що задано функцію  y=f(x) .

Функцію на практиці задають таблично, графічно, аналітично (за допомогою формули).

Приклад. Залежність (функцію) прибутку від витрат на рекламу задана такою таблицею:

Витрати на рекламу

x
Прибуток

f(x)

50
80

100
220

140
240

160
210

200
160

Областю визначення цієї функції є множина D={50;100;140;160;200}, областю значень – множина  E={80;220;240;210;160} .
Приклад.  Залежність (функція) Q(p)  попиту Q на товар від його ціни p задана графіком (рис. 4.1).

                    Q


                    Q1
                    Q2

                                p1              p2                p
                                                    Рис. 4.1.

Областю визначення цієї функції є відрізок D=[p1;p2] , а областю значень – відрізок E=[Q1;Q2] .
Приклад. Загальні витрати TC на виробництво Q одиниць продукції є функцією, що задана аналітично:

                                    TC(Q) = 20 + 5Q ,

де 20 ‑ це фіксовані витрати (опалення, зарплата сторожеві, тощо), а 5 – це змінні витрати (витрати на кожну одиницю продукції).
Означення. Число b називається границею функції y=f(x) в точці a, якщо для довільної послідовності {xn} , що збігається до точки (числа) a, відповідна послідовність значень функції {f(xn)} буде збігатися до числа b .

Використовують позначення     
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За допомогою кванторів ∃ та ∀ це означення можна записати так:
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Приклад. Розглянемо функцію  
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Приклад.  Розглянемо функцію  
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Границі функцій мають такі властивості:
1. якщо існують границі 
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2. якщо існують границі   
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3. якщо існують границі 
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Означення. Функція y=f(x) називається неперервною в точці x = a, якщо існує границя цієї функції в точці a  і  
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Приклад. Зарплата W продавця  залежно від кількості x проданого товару (рис. 4.2) є функцією вигляду 

                                                                       W
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                                                                                      50                    x
                                                                                  Рис. 4.2.

Функція W(x) у точці x=50 не є неперервною (вона має розрив). Справді, хоча W(50)=200 ,  проте  границі  
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           Приклади обчислення границь: 
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(тут використано властивість неперервності функцій 
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Тепер  
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4.2. Економічний сенс основних елементарних функцій

1. Лінійна функція  y = kx + b (рис. 4.3).

                           y


                                b

                                                                   x

                                             Рис. 4.3. 

Нахил k характеризує збільшення показника y, якщо факторна змінна x збільшиться на одиницю.
2. Квадратична функція y = ax2 + bx + c  (рис. 4.4, 4.5).

                     y                                                  y

                          0      T                  x                     0      T                    x
                            а                                                           б

                                              Рис. 4.4. 

У разі виконання умов 
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 на інтервалі [0;T] графік квадратичної функції описує процес прискореного зростання (рис. 4.4,а), а у разі   
[image: image304.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

-

>

<

T

a

b

c

a

2

0

,

0

 ‑  сповільненого зростання (рис 4.4,б).

                    y                                                   y



                                                                                                        

                        0      T                      x                     0     T                x
                         а                                                                  б

                                                 Рис. 4.5.

За умов 
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   ця ж квадратична функція на відрізку [0;T] описує процес прискореного спадання (рис. 4.5,а), а за умов 
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  ‑  сповільненого (рис. 4.5,б).

3. Кубічна функція y=ax3+bx2+cx+d.

Як приклад наведемо функцію загальних витрат на випуск деякої продукції    CT = b0+b1Q+b2Q2+b3Q3  залежно від її кількості  (рис. 4.6):

                        CT


                               Q1 Q2      Q3Q4                  Q
                                                Рис. 4.6.
На інтервалі [Q1;Q2] невелике збільшення витрат CT приводить до досить значного збільшення випуску продукції Q (діє так званий закон економії на масштабах виробництва). Проте на відрізку [Q3;Q4] заради такого ж або навіть меншого збільшення випуску Q  потрібно значно збільшити величину CT (закон зростаючих витрат). Тому важливо визначити точку перегину кубічної функції. 

4. Обернена функція  
[image: image307.wmf]d
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Частковий випадок оберненої функції  
[image: image308.wmf]x

y

1

=

  зображено на рис. 4.7.

                               y

                                                                       
                                                                                                   x

                                               Рис. 4.7.
В оберненій залежності перебувають, наприклад, рівень зайнятості працездатного населення та рівень мінімальної зарплати.

Розглянемо функцію Енгеля 
[image: image309.wmf]x
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, яка описує загальні затрати на споживання y  залежно від доходу населення x  (рис. 4.8).

                       y

                      b0
                                                                             

                                                                                       x

                                                  Рис. 4.8.
Параметр b0 фіксує рівень насичення.

5. Логарифмічна функція y = b(loga(cx+d)+k (у частковому випадку y = logax). Функція y = loga(x+1) проходить через початок координат (0;0) і описує в деяких ситуаціях залежність обсягу випуску деякої продукції від затрат  (рис. 4.9).

                 y(випуск)

                                                                                      x (затрати)

                                                Рис. 4.9.

6. Степенева функція  y = x( (0 < ( < 1). Частковим випадком степеневої функції є функція 
[image: image310.wmf]x
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. Графік степеневої функції дещо подібний до графіка функції y = loga(x+1).

4.3. Спеціальні функції та границі
Без доведення приймемо такі результати:
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Приклади.  Знайти  
[image: image313.wmf]0

5

0

5

0

3

5

5

5

sin

lim

3

5

3

5

5

5

sin

lim

3

5

sin

lim

®

®

®

=

×

=

×

=

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 .

Знайти  
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Число e має певний економічний сенс. 
Нехай один раз за рік нараховуються відсотки в розмірі 12%. Тоді початковий внесок розміром в 1 грн. наприкінці року становитиме 1,12 грн. 

Якщо ж щомісячно нараховують 1% (згідно правила складних відсотків) , то наприкінці року матимемо
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Нехай далі (звичайно, теоретично) складні відсотки нараховують 30 разів на місяць у розмірі 1/30%. Тоді майбутня вартість однієї гривні становитиме
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У разі щогодинного нарахування відсотків
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Перейшовши до границі (безперервне нарахування відсотків), отримуємо вартість у розмірі
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Отже, чим менший проміжок нарахування відсотків, тим більшою буде майбутня вартість кожної гривні. Проте значення 1,1275 ніяк не може бути перевищене.
Функція вигляду y = ekx називається показниковою. При k>0 ця функція зростає, а при k<0 ‑ спадає.

Приклад.  Попит на деякий товар в інтервалі [60;70] описує залежність  p = e0,05Q ,  а пропозицію – залежність p = 100e-0,02Q  (рис. 4.10).


                       p

                                                            Пропозиція

                                                                Попит

                                           60            70               Q 

                                         Рис. 4.10.

Порівняно з рис. 4.1 тут координатні осі переставлені місцями. Такі графіки  прийняті в економічній літературі.

Показникова функція також може описувати процеси насичення (наприклад, додатковий продаж цукру внаслідок збільшення доходів населення). На рис. 4.11 зображений графік функції  y = 10-e-x .

                                  y

                                10


                                                                         x

                                         Рис. 4.11.

Зазначимо, що в різних ситуаціях (різні країни, різні роки тощо) залежності між однаковими показниками можуть задаватися різними функціями.

Еволюцію кількості y проданого товару  залежно від часу t часто описують так званою логістичною кривою  
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Приклад. Конкретна логістична крива задана формулою 
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   (рис. 4.12).

                             y
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                            9

                                            t0                                       t
                                           Рис. 4.12.
Знайдемо для нашого прикладу принципову межу для кількості проданого товару:
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Залежність попиту  від доходу споживача  описують за допомогою функцій Торнквіста (рис. 4.13).
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   ‑   для товарів другої потреби;
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   ‑  для товарів розкоші.


                     y (попит)

                               a2
                               a1

                                             b2          b3                      z (доход)         

                                                  Рис. 4.13.

Побудова конкретних функцій за статистичними даними – задача економетрії.
Тема 5. Диференціальне числення

1. Диференціювання функцій від однієї змінної.

2. Дослідження функцій за допомогою похідних.

3. Економічний сенс похідної.

5.1. Диференціювання функцій від однієї змінної

Означення. Нехай y = f(x) ‑ деяка функція; x ‑ деяка точка з області визначення y=f(x) . Похідною функції y=f(x)  у точці x називається границя відношення приросту функції до приросту аргументу, якщо приріст аргументу довільним чином прямує до нуля:
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Використовують також позначення
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Наведемо таблицю похідних від елементарних функцій:
C(=0;

x( =1;

(xn)( =nxn-1             ,  у  тому числі 
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(sinx)( = cosx;                   (cosx)( = - sinx;
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Є такі правила обчислення похідних:

(u+v)( = u( + v(           ‑            похідна від суми;

 (uv)( =u(v + uv(         ‑            похідна від добутку;
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            ‑           похідна від частки;
 [f(g(x))]( = f((g(x))(g((x)        ​  похідна від складної функції.

Приклади. Обчислити похідну від функції y=f(x) (продиференціювати функцію  y=f(x)):

1)  f(x) = 3x2 + ex;

      f((x) = 3(2x + ex;

2) f(x) = 3e-2x + 4lgx;

    f((x) = 
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3)  f(x) = 
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     f((x) = 
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4) f(x) = 
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5) f(x) = sin2x = (sinx)2;

    f((x) = (2sinx)((sinx)( =2sinx(cosx =sin2x;

6) f(x) = sinx2 = sin (x2);

    f((x) = (cos(x2))((x2)( = 2xcosx2;
7) 
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     f((x)= (1/4)(1-sin3x)-3/4((-cos3x)(3.

Приклад. Обчислити другу похідну від функції y(x) = x3 + sinx:

      y(((x) = (y((x))( = (x3+sinx) (( =

               = (3x2+cosx) ( =6x – sinx.
Нагадаємо також, що функція y=f(x) називається диференційовною в точці x0 , якщо в цій точці існує похідна  y(=f((x).

Функція, диференційовна в деякій точці (на деякому відрізку) є неперервною в цій точці (на цьому відрізку).
5.2. Дослідження функцій за допомогою похідних
Означення.  Функція y=f(x) має мінімум (максимум) у точці x0 , якщо існує такий окіл точки x0 , що для всіх точок x(x0 цього околу виконується нерівність f(x0)<f(x)  (f(x0)<f(x)).

                             y


                                             x0                                       x
                                              Рис. 5.1.

Функція, показана на рис. 5.1, має два мінімуми та три максимуми. Нагадаємо, що поняття мінімуму та максимуму об’єднані в термін “екстремум”.

Теорема (необхідна умова існування екстремуму). Якщо диференційовна функція f(x) в точці x0 має екстремум, то в цій точці похідна f((x0) =0.

Теорема. Якщо на деякому відрізку [a;b] похідна f((x) від деякої функції є додатною (від’ємною), то на цьому відрізку функція f(x) зростає (спадає) 

Теорема (перша достатня умова існування екстремуму). Якщо похідна f((x) від деякої диференційоної функції f(x) в точці x=x0 дорівнює нулю і при x<x0 похідна f((x)>0, а при x>x0 похідна f((x)<0, то точка x0 є точкою максимуму. Якщо ж похідна f((x) в деякому околі точки x0 змінює знак з від’ємного на додатний, то точка x0 є точкою мінімуму.

Теорема (друга достатня умова існування екстремуму). Якщо в точці x0 диференційовної функції y = f(x) перша похідна f((x)=0 , а друга  f(((x)<0 , то в цій точці є максимум (мінімум, якщо f(((x)>0) .
Поняття мінімуму та максимуму не треба плутати з поняттями найбільшого та найменшого значень функції на деякому інтервалі.

Зазначимо, що умова f((x)=0 не є достатньою для існування екстремуму функції y=f(x).
Нехай y = f(x) ‑ деяка функція та (x0;y0) ‑ точка з області визначення цієї функції. Проведемо через точку (x0;y0)  дотичну до кривої  (рис. 5.2).

                 y                             y=f(x)


                                                (y   

                                       dy
                                  dx=(x
               (
                                x0                                        x
                                         Рис. 5.2.

Рівняння цієї дотичної – це пряма  

                              y = f(x0) +f((x0)(x-x0)                                               (5.2) 

Величина  f((x0) = k = tg( є нахилом кривої y=f(x) в точці x0 .

Означення.  Диференціалом від функції y=f(x) називається вираз  dy=f((x)dx,  де  dx = (x  ‑ приріст аргументу (рис. 5.2).

Приклад.  Нехай  y = ln(x2+1) .

Тоді   
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Приклад. Знайти екстремуми та інтервали зростання і спадання функції   y = x3 – 6x2 +9x.

Знаходимо похідну  y( =3x2 – 12x +9.

Розв’язуємо рівняння  3x2 – 12x +9=0 , звідки  x1=1; x2=3.

Досліджуємо знаки першої похідної
Інтервал
(-∞; 1)
1
(1; 3)
3
(3; +∞)

Знак f((x)
+
0
-
0
+

Поведінка y=f(x)
Зростає
Максимум
Спадає
Мінімум
Зростає

Точки  x1=1 та  x2=3 можна також дослідити згідно з другою достатньою умовою екстремуму:

y((x) = 6x – 12;
y((1) = - 6 < 0, отже, в точці x=1 функція y = x3 – 6x2 +9x досягає максимуму;

y((3) = 6 > 0, отже, в точці x=3 ця функція має мінімум.

Означення.  Функція f(x) називається випуклою (випуклою вверх) на відрізку [a;b] , якщо на цьому інтервалі її графік розташований нижче від її дотичної (рис. 5.3,а). Функція f(x) називається увігнутою (випуклою вниз), якщо на [a;b] цей графік розташований нижче від дотичної (рис. 5.3,б).


           y                                                  y



                     a              b                             a                 b            

                          а                   x                               б                  x
                                                 Рис. 5.3.

Теорема (достатня умова випуклості). Якщо у всіх точках інтервалу [a;b] друга похідна f((x) двічі диференційовної функції y=f(x) є додатною f((x)>0, то функція y=f(x) є увігнутою на [a;b] . Якщо f((x)<0 , то функція y=f(x)  випукла на інтервалі [a;b] .

Означення. Точка x0, у якій функція y=f(x) змінює увігнутість на опуклість (або навпаки), називається точкою перегину функції y=f(x) (рис. 5.4).

Теорема (достатня ознака існування точки перегину). Якщо в точці x0 існує перша похідна f((x) і f((x)=0 , причому друга похідна f((x) змінює знак, то точка x0 є точкою перегину функції y=f(x) (рис. 5.4).

                                  y

                                            x0                                           x
                                                 Рис. 5.4.

Приклад.  Знайти інтервали випуклості та увігнутості функції  y = x3 ‑ 6x2 + 9x .
Друга похідна y((x)=6x-12 дорівнює нулю в точці x=2. Тому визначимо знаки цієї другої похідної на інтервалах (-∞;2) та (2;∞).

Аргумент x
(-∞;2)
2
(2;∞).

Друга похідна y((x)
<0
0
>0

Функція y=f(x)
Випуклість
Перегин
Увігнутість

Отже, функція  y(x) є випуклою на інтервалі (-∞;2), у точці x=2 має перегин, а на інтервалі (2;∞) увігнута.
Приклад. Дослідити властивості логістичної кривої (рис. 4.12).

Логістичною функцією описують еволюцію продажу на ринку нового товару. Загальний вигляд логістичної функції (кривої)  такий:
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. Дослідимо конкретну логістичну функцію вигляду  
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При t=0 маємо y(0)=
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Знайдемо першу похідну від функції  
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. Оскільки для всіх  t  вираз 0,5t  є завжди додатним, то перша похідна y((x) ніколи не перетворюється в нуль, отже, логістична крива екстремумів не має.

Знайдемо другу похідну від y(t), тобто обчислимо 
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Розв’яжемо рівняння y((t) = 0 на інтервалі  t>0, тобто рівняння

                   0,01-0,1(0,5t = 0 ,

звідки  0,5t  = 0,1;
            tlg0,5 = lg0,1;

            t(-lg2) = -1;

           t0 = 1/lg2 ( 3,32.

Отже, при t0=3,32 логістична крива має перегин. Значення y(t0) в точці перегину 
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На інтервалі  0<t<t0  логістична функція увігнута (кількість проданого товару  залежно від часу зростає щораз швидше). Проте на нескінченному інтервалі t0<t функція є випуклою (кількість проданого товару хоча й зростає, проте це зростання уповільнюється).
Приклад. Витрати на споживання деяких товарів (другої потреби) залежно від доходу описує функція Торнквіста 
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(a, b, c >0).  Дослідимо цю функцію (рис. 4.13).

Похідна 
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 завжди є додатнью на інтервалі  z>0.

Друга похідна 
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 від’ємна.

Отже, витрати на споживання y збільшуються зі зростанням доходу z, проте швидкість цього зростання зменшується (граничні витрати зменшуються).

Обчислимо також   
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Отже, витрати на споживання цього товару не можуть перевищити a.
Приклад. На інтервалі (0,1; 0,5) залежність розміру надходжень до бюджету y від ставки оподаткування x описує крива (функція) Лаффера (рис. 5.5):

                        
[image: image362.wmf](

)

2

3

,

0

50

-

-

×

=

x

e

y

.

Дослідимо цю функцію, обчисливши першу та другу похідні:
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                                       0,3                         x
                                         Рис. 5.5.

Легко бачити, що при x=0,3 похідна y((x)=0, причому друга похідна y((x)>0 . Отже, ставка оподаткування x=0,3 = 30% в нашому прикладі дає найбільше надходження до бюджету.

Із рівняння y((x) = 0  знаходимо точки перегину кривої
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5.3. Економічний сенс похідної

Покажемо, як деякі економічні показники (граничне значення, темп приросту та еластичність) обчислюютьза допомогою похідної.

Означення (економічне). Граничним значенням My(x) показника y = y(x) називається приріст цього показника унаслідок додаткового збільшення аргументу x.

Нехай (x ‑ приріст цього аргументу, а (y ‑ приріст показника. Тоді 
[image: image366.wmf]x

y

My

D

D

=

. Якщо y=y(x) є неперервною фукцією від x, то, перейшовши до границі, отримуємо  
[image: image367.wmf]x

y

My

x

D

D

=

®

D

0

lim

,    тобто

                         My(x) = y((x) .                                                            (5.3)

Приклад.  Випуск продукції  Q  залежно від затрат x описує функція  
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(рис. 5.6). 

Тоді граничний продукт  
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Тепер 
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 , отже зі збільшенням затрат граничний продукт зменшується.

           Q (випуск)


                         

                        dQ
                                      dx

                                                                         x (затрати)      

                                         Рис. 5.6.
Приклад.  Корисність U від споживання деякого блага x задана функцією U=U(x)= ln(1+x) (рис. 5.7). Тоді гранична корисність 
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Зі зростанням кількості спожитих благ їхня гранична корисність зменшується.

     U (корисність)

                                   

                         dU


                                      dx

                                                                                
                                                                            x (кількість благ)

                                             Рис. 5.7.
Означення (економічне). Темпом приросту Ty(t) величини y=y(t) називається відносна зміна значення y за деякий проміжок часу.

Нехай час t змінився на проміжок (t. 
Тоді          
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При  (t(0  маємо  
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Приклад. Зміну кількості населення деякої країни описує функція P = 100000000e0,02t. Тоді темп приросту цього населення 
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(протягом кожного наступного року кількість населення зростає на 2% по відношенню до попереднього).

Означення (економічне). Еластичністю Ey(x) показника y = y(x) за аргументом x називається відношення відносної зміни цього показника до відносної зміни аргументу.

Отже, 
[image: image377.wmf]y

x

x

y

x

x

y

y

E

y

×

D

D

=

D

D

=

. Перейшовши до границі при (x(0, отримуємо  
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Приклад. Попит Q на деякий товар в залежності від його ціни p описує залежність 
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            p (ціна)


                                                          Крива попиту

                      (p

                                          (Q                               
                                                                               Q (величина попиту) 

                                           Рис. 5.8.

Визначимо еластичніть цього попиту. Згідно з отриманою формулою 
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 . Отже, зі збільшенням ціни на 1% попит на товар зменшиться на 2% . У разі зменшення ціни в 1,2 раза попит збільшиться в 2,4 раза.
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