1. Визначники другого і третього порядків та їхні властивості
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називають визначником 3-го порядку. 

Числа а11, а12,..., а33, що складають визначник, називаються елементами визначника. 

Для позначення елементів визначника використовуються подвійні індекси: аij.

Перший індекс (i) визначає номер рядка, а 2-й (j) - номер стовпчика визначника.

Права частина рівності (1.2) обчислюється за такими схемами.
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тобто елементи добутків (1.2), взяті з відповідно вказаними знаками, або з'єднані відрізками (головна і друга діагональ), або утворюють трикутники.
Для обчислення визначника третього порядку можна використовувати і так зване „правило Саррюса". Для обчислення визначника за цим правилом припишемо справа до визначника спочатку перший, а потім другий стовпчики:
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Тоді, як показано на схемі, доданки суми (1.2) що не змінюють свій знак, знаходяться шляхом добутку елементів, що стоять на головній діагоналі та паралельно їй; а для знаходження доданків, що змінюють свій знак, треба перемножити елементи, що стоять на другій діагоналі та паралельно їй.

2. Розклад визначника за елементами рядка або стовпця

Позначимо через аij (і, j=1,2,3) елемент визначника (1.2), який знаходиться на перетині його і-го рядка j-го стовпчика. Якщо в (1.2) викреслити i-й рядок і j-й стовпчик, то одержимо визначник 2-го порядку, який називається доповнюючим мінором елемента аij і позначається Мij.
Мінор Мij, взятий із знаком (-1)l+J, називається  алгебраїчним доповненням елемента аij і позначається Аij, тобто
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Теорема розкладу. Визначник ( дорівнює сумі парних добутків всіх елементів якогось рядка або стовпчика на їх алгебраїчні доповнення.
Для визначника ( із (1.2) цей розклад за елементами 1-го рядка із врахуванням (1.3) буде виглядати так:
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3. Поняття про визначники вищих порядків

Визначник п порядку дорівнює сумі добутків усіх елементів будь-якого стовпця (або рядка) на відповідні їм алгебраїчні доповнення.
У випадку використання і-го рядка це правило математично виглядає так
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Цю рівність називають розкладом визначника за елементами і-го рядка.
Обчислення визначника п порядку зводиться до обчислення п визначників (п-1) порядку. Для скорочення обчислень визначник доцільно розкладати за елементами рядка або стовпця, який містить найбільшу кількість нулів. До нулів не треба знаходити алгебраїчних доповнень тому, що добуток 0 на його алгебраїчне доповнення дорівнює нулю. Властивості визначника дозволяють робити еквівалентні перетворення визначника і одержувати якомога більше нулів в деякому рядку або стовпці.

4. Матриці

Матрицею розміром m(n називають таблицю упорядкованих чисел або будь-яких інших об'єктів, розташованих в m рядках та п стовпцях.
Матриці позначають великими літерами, наприклад, А, В,С, та круглими дужками, а елементи матриць позначають відповідними малими літерами з двома індексами, наприклад, аij, bij, cij.   
Перший індекс і вказує номер рядка, в якому знаходиться цей елемент, другий індекс j вказує номер стовпця, який містить цей елемент. Так, елемент С43 знаходиться на перетині четвертого рядка та третього стовпця матриці С.
Матриця розміру n(1 називається матрицею-стовпцем або вектором-стовпцем. 

Матриця розміру І(n називається матрицею-рядком або вектором-рядком. 

Матрицю називають квадратною порядку n, якщо кількість її рядків однакова з кількістю стовпців і дорівнює п.
Нехай задані матриці
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Матриця А має розмір 3(4, матриця В розміру 2(3, матриця-стовпець С розміру 4(1, D - матриця рядок розміру 1(4, матриця К - квадратна порядку 3.
Елементи квадратної матриці А порядку n, що розташовані на діагоналі матриці, яка проходить з лівого верхнього кута до правого нижнього кута, утворюють головну діагональ матриці.
Елементи квадратної матриці, що розташовані на діагоналі матриці, яка проходить з правого верхнього кута до лівого нижнього кута, утворюють неголовну (допоміжну) діагональ матриці.
Наприклад, в матриці:
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 елементами головної діагоналі будуть: а11, а22, a33, ..., ann, a елементами неголовної діагоналі будуть: а1n, а2(n-1), а3(n-1), аn1
Квадратна матриця зветься діагональною, якщо усі її елементи дорівнюють 0, крім елементів головної діагоналі.
Діагональна матриця, усі елементи якої дорівнюють одинці, називається одиничною матрицею і позначається Е або І.
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Матриці А та В називають рівними, якщо:
1. вони мають однаковий розмір;
2. їх відповідні елементи рівні, тобто аij = bij для усіх і тa j.
Якщо в матриці А рядки записати стовпцями із збереженням їх нумерації, то одержана матриця зветься транспонованою і позначається Ат, а вказана операція перетворення матриці А називається транспонуванням матриці А.
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5. Дії над матрицями

Найпростішими діями з матрицями називають множення матриць на число, їх алгебраїчну суму та множення матриць.
Добутком матриці А на число к називається матриця, елементи якої дорівнюють добуткам відповідних елементів матриці А та числа к:
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Додавати та віднімати можна лише матриці однакового розміру.
Алгебраїчною сумою матриць А та В однакового розміру m ( п називається матриця С розміру m ( п, елементи якої cij дорівнюють такої самої алгебраїчної суми елементів аij,; та bij матриць А та В:
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Добуток АВ матриць А та В існує лише при виконанні умов узгодженості: кількість стовпців матриці А (першого множника) дорівнює кількості рядків матриці В (другого множника).
Добутком АВ матриці А розміру m(n матриці В розміру п(р називається матриця С розміру m(р, елементи якої cij дорівнюють сумі добутків елементів і-го рядка матриці А на відповідні елементи j-ro стовпця матриці В. 

Таким чином, кожен елемент матриці С знаходиться за формулою:
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Взагалі добуток матриць не має властивості комутативності, тобто АВ#ВА. Якщо добуток двох матриць не залежить від порядку множників, тобто АВ=ВА, тоді кажуть, що ці матриці комутують.
Наприклад, якщо А - квадратна матриця порядку n, E -одинична матриця порядку п, тоді АЕ = ЕА = А.
6. Обернена матриця

Матриця А-1 називається оберненою до матриці А, якщо виконуються рівності
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Ці рівності означають, що матриці А та А-1  комутують і їх добуток є одиничною матрицею.
Не кожна матриця має обернену матрицю.
Матриця А має обернену матрицю А-1 лише при виконанні умов:
1. Матриця А - квадратна;

2. Визначник |А| матриці А не дорівнює нулю.

Якщо обернена матриця А-1 до матриці А існує, то її можна знаходити методом Гаусса-Жордана або за формулою:
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де Аij - алгебраїчні доповнення елементів аij матриці А, причому алгебраїчні доповнення до елементів і-го рядка матриці А розташовані у і-тому стовпці.
Метод Гаусса-Жордана знаходження оберненої матриці А-1 доцільно застосовувати у випадку великого порядку матриці А.
Суть методу Гаусса-Жордана в еквівалентності матриць (А | Е) та (Е | А-1).
Тому, якщо до матриці А дописати справа одиничну мат​рицю Е однакового з А порядку і шляхом елементарних пере​творень привести одержану матрицю (А | Е) до вигляду (Е | В), то дописана до Е матриця В дорівнює оберненій матриці А-1.
7. Системи лінійних рівнянь

Розглянемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь, яку можна привести до стандартного вигляду
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Відмітимо, що коефіцієнт аij при невідомих мають два індекси: перший індекс і вказує номер рівняння, а другий - j вказує номер невідомого, при якому знаходиться цей коефіцієнт.
Так, а32 є коефіцієнт третього рівняння при другому невідомому. Числа в1, в2, ..., вn вільні від невідомих і утворюють праву частину системи рівнянь.
Система (1) зветься неоднорідною, якщо хоч би одне з чисел в1, в2, ..., вn не дорівнює нулю. 

Система зветься однорідною, якщо в1 = в2= ...= вn = 0.
Коефіцієнти   системи   (1)   утворюють основну матрицю системи
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Визначник цієї матриці називають основним визначником  системи (1) і позначають |А| або ((А) або просто (.
Для правильного запису основної матриці або основного визначника системи треба бути уважним і записати в і рядок коефіцієнти і-го рівняння, а в к стовпець коефіцієнти при хк. Якщо в деякому рівнянні немає якогось невідомого, то це означає, що відповідний коефіцієнт дорівнює нулю.
Наприклад, основною матрицею системи
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тому, що друге рівняння системи записано у нестандартному вигляді (невідомі х1 та х2 переставлені), а в третьому рівнянні відсутнє невідоме х2.
Розв'язком системи (1) називають таку сукупність невідомих (х1, х2, ..., хn), яка при підстановці в рівняння системи перетворює кожне рівняння системи у тотожність.
Це означення дозволяє перевіряти правильність знайденого розв'язку системи.
Якщо А - основна матриця системи (І),
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 матриця - стовпець правих частин рівнянь системи (1), то систему (1) можна записати у матричному вигляді 
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8. Розв'язування систем лінійних рівнянь за формулами Крамера

Якщо основний визначник ((А) неоднорідної системи n лінійних алгебраїчних рівнянь з n невідомими не дорівнює нулю, то ця система має єдиний розв'язок, який знаходиться за формулами
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де (к - допоміжний визначник, який одержується шляхом заміни к-го стовпця визначника ((А) стовпцем вільних членів системи.
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Задана неоднорідна система трьох лінійних алгебраїчних рівнянь з 3 невідомими х, у та z. Основний визначник цієї системи
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Отже, усі вимоги правила Крамера ця система задовольняє, тому її розв'язок можна знайти за формулами (3). Замінюючи певний стовпець визначника ((А) стовпцем вільних членів системи, знайдемо допоміжні визначники:
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Підставимо знайдені визначники до формул (3) і одержимо:
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Підставляємо знайдені х, у та z  в ліві частини  рівнянь заданої  системи:
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Розв'язком заданої системи буде (1, -1, 0).

9. Розв'язування систем лінійних рівнянь методом Гаусса

Розв'язувати будь-які системи лінійних алгебраїчних рівнянь можна методом Гаусса (виключення невідомих).
Суть методу Гаусса - зведення системи шляхом елементарних перетворень до такого вигляду системи, коли усі коефіцієнти, що знаходяться нижче головної діагоналі основної матриці, дорівнюють нулю.
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Щоб виключити невідоме х1 з другого та третього рівняння віднімемо від них перше рівняння і одержимо систему
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В останній системі виключимо х2 із третього рівняння шляхом множення другого рівняння на (-1/3) і додаванням до третього рівняння. Одержимо:
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Вважаємо х4 = С (стала), тоді з третього рівняння одержимо х3 = - 2 - 5С.
Підставимо це значення х3 та х4 = С в друге рівняння і одержимо:
[image: image31.jpg]6+3C=2+C.
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Тепер   підставимо  в  перше рівняння  х2, х3,  х4  і одержимо
[image: image32.jpg]x1=2-C-2-C+4+10C=8C+4.




Таким чином, задана система трьох лінійних рівнянь з 4 невідомими має одну вільну невідому Х4. Розв'язком цієї системи буде 
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І0-26. Вектори та дії з ними
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Ilin momyneMm (AOBXHHOIO) BEKTOpa ; PO3yMIIOTH YHCeNbHE JOro 3HadeHHs, Oes
BpaxyBaHHS HampsMy, TOOTO |67 l =a — uncno. Bextop 0 , y sxoro l()l =0, Ha3MBacTHCA
HYIBOBHM. Hanpsmox HYJILOROTO BEKTOpa TOBiTBHANR,

JlBa BexTOpH ai b HA3UBAIOTECA PIBHHMH, AKIIO BOHH POSTANIOBAH] HA MAPATCTLHAX
TPAMHX abo TaKux, 1o cnmrxa,uaxon, MaroTh O/IHAKOBY NOBXHHY i HanpsMoK.

PiBHi BexTOpH He po3pisusoThes. Lle 3yMOB/MIOE MOHATTS BUIHOTO BEKTOPA, LIO AOMYCKAE
#oro napanenbHuH nepe}mc B Oy/1b-AKY TOUKY NPOCTOPY i3 30epeKEHHAM TOBKHHH 1 HaNPAMKY.

Jlsa BexTOpH ai b Ha3MBAIOTHCS KONHCAPHUMH, SKIO BOHM JIOKATh Ha OJHil i Tili xe
npamiit a60 Ha NapaneNbHUX NPAMUX.

Tpu sextopu @ , b, ¢ HasMBaIOTBCS KOMNNIAHAPHMMH, SKIIO BOHHM JEXAaTh B OMHiH

mommEi 260 B TANANSTLENY NIOMTHEAY
mromusi 260 3 IApANCTEHAY NIOMENAY,

Jlooasanus eexmopie. Cymoio BexTopis @ +b +c HasupaeThes BeKTOp § , AKHI 3aMHKaE
TIPOCTOPOBY ﬂauaﬂy, 1mo0y/I0BaHy Ha HUX BEKTOpax. 3oxpema, B napaﬂenorpam noﬁmeBaHOMy

Ha BEKTOpax ai b OJTHa BEKTOPHA JiaroHajb € cymMa a +b a Jipyra € pisHHUA a - b
JIaHHX BEKTOPIB.




[image: image35.jpg]Mnoocenns sexmopa na cxansp. Jlo6yrkoM Bexropa f ’ Ha CKaJIAp K HA3HBAETHCA BEKTOP

Ka , sxali Mae IOBKHHY KltT I i HanpsM onHakoBmit 3 @ , skwo K > 0 i npoTunexHuii 3 4 ,
Axmo K < 0.

Ilpoexyis eexmopa na gice. Skmo BekTop @ yTBOPIOE KYT @ 3 Biccio OX, ToAi mpoexis

al

BEeKTOpa ¢ Ha IO BiCh BU3HAYaeTHCH popmynoo P, A = |d| cosp.




[image: image36.jpg]JUnst koniHeapHHX i KOMIIaHAPHAX BEKTOPIB MAIOTH MICIIE TaKi TBEP/KEHHA:

JlBa HeHy1L0BHX BEKTOPH | a i b KoJiHeapHi TOZi 1 TLIbKH TOA], KON BOHH

NPONOPIIOHANIBHi, T05T0b Ka (K — ckaimsip).




[image: image37.jpg]Tpu HeHYIHOBHX BEKTOPH d , b ,c KOMIUIAHADHI TOJi i TUNBKM TO, KONH OJHMH i3 HHX €

NiHiAHOI KOMGIHALIEIO ABOX {HINKX, HAPHKIAZ, € =Kd + M6 , Ie K i m CKaJsipH.




[image: image38.jpg]3.2 IIpamoKymni koopounamu mouku i 6exmopa y npocmopi

Hexaii gaHoO TpH B3a€MHO
NepHeHHKYIApHI KOOPAHHATHI
oci (puc.3.l) i3 coimeHEM
nouatkom O i 1maHa TouKa

M(x, y, z). Bexrop OM =r
Ha3UBAETHCH pazniycom-
BekTopoM Touku M. Ilpoexuii

panivca-extopa  rHa  oci
xoopauHar  OA=x, OB=y,

B OC=z, HAa3HBAIOTHCH
o} B z_ﬁ NPAMOKYTHHMH KOODAHHATAMH
B ToHKH M(xy,z) abo BexTOpa
;1 H
A . r=OM. Monyns aGo HoBXHHA
X Bugils ; paziyca-BexTopa r=0M

BH3HAYAa€ThCS (K  AiaroHamb
HPAMOKYTHOTO Tapajiefienine/na) 3a GopMyIor0 l

|:]=Jx2 +y 4z @GN
OnuHuYHI BEKTOPH KOOPIMHATHHX OCeil T,},E HA3HBAIOTHCA OPTAMH, 4epe3 AKi pajiyc-
BEKTOP BH3HAYAETHCH TAK:
r=xi+yj+zk. 3.2)
Jlns BexTopa E, MO 3ajaHHui KOOPIWHATAMH NOYATKy A(X,.y;,2,) i KiHua B(xs, y2,22),
#oro npoexuii Ha oci KoopaMHAT GyAyTh TaKi:
npy AB=X =Xx,~Xx
npy AB=Y =y,-y t. (3.3)
npzAB=Z=2z,-z
V upomy sunanky dopmys (3.1) i (3.2) 3anucyrotses Tak:
|Z§| =X 417+ 22 =\/(.7c2 -5 Y+ -n) +(-2z), 3.4
AB=XT+Yj+Zk. X 3.5
Sxkmo mosnaunta vepes o,f,y(0<o,B,y S7m) Kyrd, sKi yTBOPIOE paniyc-BEKTOp r 3
KOOPAHHATHUMH OCAMH, TO OyeM0 MaTH

= |r|cosa;y = iri cos §;z = irlcos;/, 3.6)
€0S,C0s 3,C0Sy HA3HBAIOTHCH HANPAMHHAME KOCHHYCaMH pajiiyca-BeKTOpa r TpHIOMY
i3 (3.1) i (3.6) BumIMBaE, MO
cos’a+cos’ B+cos’y =1, . 3.7
T00TO CyMa KBajpaTiB HAPSAMHAX xocnnycm nopisHoe 1.
TakuM YHHOM, Paliyc-BeKTOp 7 i JOBLIBHHIA BEKTOp AB 10BHICTIO BH3RAMAIOTECA cnowm
KOOP/MHATaMH, IO BHILIMBAE i3 popmy (3.2)- (3 6). A nie 03Havae, MO HPeICTABICHHS ridB
dopmynamu (3.2) i (3.5) piBHOCHIbHE 3amHcaM r= ey, 2} AB= {x.v,z }




[image: image39.jpg]3.3 Cranapuuii 0oobymox osox sekmopm

CxanspauM Ro6YTKOM IBOX BeKTOpiB a i b HA3HBAETHCH YACHO d- b IO JIOPiBHIOE
Z0OYTKY JOBXHHH [HX BEKTOPIB HA KOCHHYC KyTa MiX HHMH, T00TO

a-b= |§[-ll;‘cos¢, 3.8)
e = A(;r,z)- KyT MiX BEKTOpaMu Z ib.
13 hopmynn (3.8)
cosQ = a-b = 3.9
lal-[e] '

2 n
3BiIKM BUTIIMBAE, MO /IBA BEKTOPH aib TIEPNIEHAVKYIAPHI , TOOTO @ =—, Toxi i TiIbKK TOAI,
4

xon# d-b=0.
Sxmo BeKTopn ai b 3anani B Kooplmﬂa'mm (})opm TOOTO
a= 5y a,}aﬁoa a1+a j+ak
B={b.,b,.b,} abo b=b,i+b j+b.F,

TO MEPEMHOXKYIOUH 1X SK MHOTOWICHH 1 BPaxOBYIOUH, INO CKANAPHi JOOYTKH OpTiB x .k

(3.10)

3a/I0BONLHAIOTE CHIBBIHOMEHHSM i~ j = j-k=k-i=0,a i-i=j- j=k-k =1, onepxamo
G-b=a, b +a, b +a, b, @.11)
TO6TO CKaIApHUMA NOOYTOK JBOX BEKTOPIB JOPIBHIOE CyMi MApHHX NOGYTKIB iX onHOMMeHHHX
KoopauHar. 3 ypaxynaunm (3.11) i (3.1) popmyaa (3.9) naGysae Burnsgy
ab, +ab, +ab,

lal |b| J+— S o

ITpuknad. 3HalTi KyT MiX BEKTOpaMH a= 2,—1,3} ;b = {1,2,1} z
Ha ocrosi (3.12) maemo

21412431 _2-243_ 3
- 23 5 Lo3m,
R I e I I TR ]

3BijKH @ = arccos(0,3273) ~ 70°6".

SIKIo BEKTOpH aib KoIiHeapHi, TO Mae Micle yMoBa b =ka. Togi srimo 3 (3.10)

b
(b,,b,.b,)=k(a,,a,.a,), mo exsinanentno b,~ka,, b,~ka, b.=ka, abo b—‘ = ;’— = b—’ — ymoga

a, a,

. . e . 7 R
napanensrocmi 06ox sexmopis. SIKINO BEKTOpH g i b nepnenauKyIspHi, T06TO @ = 55 TO i3

(3.12) BunnmuBae a,b, +a,b, +a.b, =0 — ymosa nepnenduxynsprocmi 060x eexmopis.
3.4 Bexmopnuii dobymok o6ox cexmaptc

Tpiiixa HEKOMINIAHAPHUX BEKTOPIB a b i ¢ Ha3MBaeTLCS npanmo (abo yTBopioe paBy
TPiHKY), AKIMO HAHKOPOTILHIA MUIAX BiX a 1o b i3 KiHLA BeKkTOpa c CHOCTEepiraeThes NPoTH
TOIMHHMKOBOT CTpinky. SKimo Takuit pyX Bin @ 10 b 3 xinug Bektopa ¢ cnoctepiraeTbes 3a

TOAHHHHKOBOIO CTPLIKOIO, TO TPiHika BEKTOPiB d , b i ¢ wasmBaeThCA NBOKO.




[image: image40.jpg]BextopanM m06GyTKOM BeKTOpa ; Ha BEKTOp Z HA3WBACTBCS TaKuil TpeTili BEKTOp
g=a XI; (puc.3.2), axuit BA3HAYAETHCS TAKUMH TPHOMA YMOBaMH:

1) moxyns BexTOpa ¢ aucensHo JIOPIiBHIOE IUTONIi Napanenorpama, noGy0BaHOro Ha
BEKTOpax ai Z,’!‘Oﬁ’ﬂ) H=Iﬁxgl=1§]"E|sm¢—nnoma0ABC;

2) BekTOp L—'nepneunm(ympnnﬁ Ho BekropiB 4@ i b, 10610 5O MUIOIEHH
napanenorpaMa OABC <

3) AKIO BEKTOPA a b c HeKOJTiHeapHi, To BOHH YTBOPIOIOTh 1IPaBy TPiliKy BEKTOpIB.

Bektopuuit 100yTOK Ma€ Taki BTaCTHBOCTI:
1. ax 5 =—(bx fl‘)v TOOTO NPH NEPEcTaHOBli MHOXHUKIB 3HAK BEKTOPHOLO JOBYTKY
MiHSIETBCA HA HPOTHNIENHHH,
2. 5x(5+5 =dxb+axc — PO3NOAUILHAN 3aKOH.
3. Sixmo ;u b, 10610 KyYT =0, TO axbh =0, 30Kkpema axa =0.
Ha ocHOBi oO3HaueHHs BEKTOpHOTO HOOYTKYy It OpTiB 1:, ;,; MaloTh  Micle
CIiBBiTHOIICHHS.

(3.13)
G:13)

SIkmo BeKTOpH a i b wmaote koopmumatHy dopmy (3.10), To mepemHOXHBIHE iX
BEKTOPHO i3 BpaxysaHHsM (3.13) onepxumo:

:} i Z +H I (.14
a6o 3rinHo 3 (1.4)
iJ Ok
axb=la, a, a, (3.15)
b, b, b,
13 hopmyuu (3.14) BuTuIMBaE piBHICTH
2 2
lax <[ 4l 5 4 G.16)
Oy G| P Yl e Yy

SIKa TEOMETPHYHO XapaKTepusye KBaJIpaT IUIONIi Mapaneorpama, nmoSy/ioBaHoOro Ha BEKTOpax
a i b 3sincu wroma TPHKYTHHKA:

S =%’sz5!_ (3.17)




[image: image41.jpg]3.5 Mimanuii 006ymox mpbox 6exmopis

Tlix MimanuM (a6o BeKTOpHO-CKansapHum) noGyTKoM BexTopis @ , b i ¢ posymiots
HHCIIO:

@xb)e=21v, (3.18)

sIKe JOpiBHIOE 06'eMy Napaneneninea, ToOyJOBaHOTO Ha WX BEKTOPaX, 3BEIEHHX JIO CHITBHOIO
TOYATKY, K Ha CTOPOHAX i B3STOMY i3 3HaKOM +, AKIIO 1li BEKTOPH YTBOPIOIOTH NPaBy TPiHKy Ta
13 3HAKOM — , SIKUIO BOHH YTBOPIOIOTH JIBY TPilKy.

SIKImo BeKTOpH @ , b i ¢ 3apani cBOiMH KOOPAHHATaMH, , TO6TO ¢ = J,,cy,cz} aaib
wMatoTh Burisx (3.10), To
a, a, a,

(@xs)c=, b, b,

(3.19)

fex ¢, e

I3 mMimanoro noGyTKy BMIUIMBAaE HEOOXijHA i JOCTATHA YMOBA KOMILIAHAPHOCTI TPHOX

BEKTOpiB 4 , 1; ic:
(a xb)c=0. e (3.20)

TeomeTpuyHO Ii¢ 03Hauae, 110 06’ eM napanenerninea JOPiBHIOE HyJIO.

O6'em mipaminu, noGyroanoi Ha BekTopax 4 , b i ¢ :

np

% =1%(Z{ x byc. @321

Ipuxad. Maso tpu sexropy a = {I3-2}b = (- 1;-1} i o= {012} 3natttn @ .b;

-': L\
1 x0)c.

S

e g
Q-KyTMIK G 10;{a x Uf; {

Po3s’azanna
Ha ocuosi (3.11) a-b-1 CDH31H(2) - (1) =-1+3+2=4;

v

4
3ri 3.10), 3.11)i (3.1 ==
rigmo 3 (3.10), 3.11) i (3.1) cosg NV NG

3a popmyoro (3.16)

1 =2f

-1 -1

2
‘axﬁr =L3 'fl + + =(=1)* +(13)’ +(4)’ =26. 3pizncu |ax5|=\/i&

13
-1

1 3-2 | '
im0 (3.19) (@ xb)o=|-1 1 -1 |=2+2+0+0+1+6=11.

o 1 2




27-34. Лінія на ПЛОЩИНІ 

[image: image42.jpg]2. EnemeHTH aHAJITHYHOI reoMeTpii Ha NJIOIAHI.

2.1 IlpamoKymna dekapmoga cucmema Koopounam
A JiBi  B3aEMHO  TePIIEHAHKYJSAPHi
y Hanpasieti npsmi OX - Bick abemme i OV
4, (xu J’z) - BICh OPJIMHAT, IO NTEPETHHAIOTHCA B TOYL
O, siKa HA3UBAETHCA TIOFATKOM KOOPIHHAT,
. 3 BU3HAYCHUMH JOJATHIMH HANPAMaMH [0
OX Bupago i o OY Beepx Bij| noyarky O
Clx.) Ta  BHODaHOI  ONHMHMIEIO  BHMIpY
(macmtaby), yTBOPIOIOT  NPSMOKYTHY
JIEKapTOBY CHCTeMy koopauHar (puc.1.1).
(x15,) Haiinpocrimmmn 3anavamy, mo
DO3B’S3YIOTHCS B CHCTEMi KOODIMHAT. €
> BiZICTaHb MiX IBOMA TOUKaMH Ta ITOAL
0 Bi/[pi3Ka B IaHOMY BiJIHOUICHH].

Pac.1.1

Bigcrans d Mix Toukamu A i A,

BU3HAYACTLCH 32 GOPMYIIOIO0

2=a )l +0-n) s @1
x e . . AC
SAxuo Touxa C mimuts Binpizok A A, y BigHomeHHi A, To6To N =\, TO KOODJAMHATH X
2
iy Touyku C BM3HaYalOTHCS 33 popMynamMu
gty BN, @2
1+2 1+
3oxpema, sxmo Touxa C AinATs Bipizok A | A, nononam, Toxi A=1 i gopmymu (2.2)
MaTHMYTb BUITIST
x=£ﬂ; =y71+,y2 . .3)
2 2
2.2 PieuanHA npamoi na nrouquni
1. Pisnsnns npsamoi 3 Kymosum Koegiyicnmom Mae BATIIS
y=hke+b ' 2.4)

Iapamerp k =fgo. HA3HBAETHCA KYTOBMM KOCDiIiEHTOM, O - KyT HAXHIy HpPSMOI IO
JozarHoro Hanpsmy oci OX, b - Benrunna Bijpiska, skwii IpsMa BiaTaHac Ha oci OY.
2. 3acanvhe pignsHHA NpAMOi BU3HAYAETHCS PIBHAHHAM

Ax + By+C=0 2.5)
Lle piBHsHHS 3BOAUTECS 10 BUAY (2.4) IUISXOM PO3B’s3aHHs oro BifHOCHO y. JlificHo
A4 C 4 C
y=-_x-—_"=ki+b, npek=-—; b=——.
° B B B B i
3. PigHAHHA NPAMOT y 6I0PI3KAX HA OCSAX MAE BATIIS
X2, 2.6)
a b

(& c - .
ac a= —-Z 5 b= —-E = BIIPI3KH, MO BIATHHAE NIPSMA Ha OCAX KOOpAHWHAT.

4. Kym @ mixc 06oma npamumu y =k x+b,; y=k,x+b, pusnHauacthcd 32 hopmynoo




[image: image43.jpg]go=t2"h 27
T &n

3BiJIKH BUILTHBAIOTH:
ymosa napanensnocmi npavux k, = k,, mo ianoinae 3navenmo ¢ =0;

. 1 s . n
YMo6a nepneHOuKynaprocmi npsmux k, = " MO BiJNOBIJIA€ 3HAYCHHIO @ = —2 .
1

Slxmo npsimi 3a1aHi 3aranbHUMY PIBHAHHAMH:
Ax+By+C =0 <
Ax+B,y+C, =0’
4B, - 4,B
A4, +B B,
5. Pignsnns ny4ka npamux, o MPOXOJATH Yepe3 AaHy TOUKy A | (X, ;) 3 HCBU3HAYCHUM
KyTOBHM K0e(iLlicHTOM , Ma€ BHIIIAN

TO KyT MiXK HUMH MOJKHA BU3HAUHTH i 32 TaKoo GopMyIoo: 1gg =

Y=y =k(x-x,). 2.8)
DikcoBane 3HAYCHHA KyTOBOro KoedinienTa k BUAiNAE i3 Mydyka KOHKPETHY OPAMY.
6. Pignsnus npsmoi, ujo npoxodums yepes 0si 0ani mouxu A (x;,y,) i A,(x,.p,) Mac
BHLIA,
Yoh _Xh i - 2.9)
Y2~ X%
7. Koopounamu mouku nepemuny 060x ne napanenvhux npamux Ax+B,y+C,=0 i
A,x+B,y+C,=0 BH3HAYAIOTECA AK PO3B 30K CHCTEMH 1IMX PIBHAHHD.
8. HopmanvHe pieHanns npamoi Mae BHTTIAN
xcosa+ysina—p=0, (2.10)
A€ p — AOBKHHA NEPIEeHIUKYISpa, ONYIIEHOro 3 N0YaTKy KOOPMMHAT Ha IpPAMY, & O -- KyT
HaXWIy IbOro IepnenauKyspa no oci OX. IIo6 3BecTH 3aranbHe piBHAHHS NpaMoi (2.5) Ko
HOPMANbHOTO BUAY, MOTPiGHO BCi OO WIEHH JIOMHOXHTH Ha HOPMYIOYMH MHOXHHK M = *

> B3STHH i3 3HAKOM, HPOTHJICKHAM 3HaKy BinbHOro Wwiena C, T006TO:
+B

2 Byl o @11

9. Biocmanv d mouka P (xoy,) 6i0 npsmoi (2.11) 3naiinemo, sxmo B (2.11) 3amicts
Gixy4ux KOOPAMHAT X i Y MiACTAaBUMO KOOPIMHATH X, Vo TOYKH P i oiepicaHe YHCHIO BisbMEMO
33 aBCOJHOTHOIO BENHYMHOIO, TOOTO :

B |4xy + Byy +C|
d=Put Mo PO 1O Dt hy @12)
+4% +B? V4% + B?

IIpuknad. 3anano sepuman TprkytHaka ABC: A (4; -1); B (-3; 2); C (1; 3). 3uaiitu:

a) JIOBXHHY CTOpoHH AB;

6) pisHsiHES cropin AB 1 BC;

B) Kyt Mix nipsmavu AB i BC;

) piBHsHAS Mexiann BM i Bucotu AD;
n) JOBKHHY BHCOTH AD.

Pos3s’szanns
a) nosxuHy AB obumcmoemo 3a popmynoro (2.1), a came: d=,/(—3—4)2 +(2-(-D)
=J4959=458; .




[image: image44.jpg]6) piBHSHHA  CTOpiH AB i BC 3Haxomumo 3a  ¢opmynoo  (2.9)

;’—::: x3~44:>—7(y+l)=3(x—4):3x+7y—5=0 — zaranbHe  piBHAHHA  AB;
y=2 _x+3

12143 =4(y-2)=1(x+3)=x-4y+11=0 — saransne pipaaaas BC;

AD

B) xyT Mbx npamuvz AB § BC spaxonmme 32 opmonoio (2.7). Jing msoro pisngmng AB {

@XOREMO 33 POPMONICIC L./ TC PiBHS

19
=-", 3gigcu ¢ = arctg 0,76;
PY: iICH @ 2

r) Meaiana BM ninute cropony AC nononam. Omie, 3HalIeMO KOOPIMHATH TOUKH M, sk

cepeaunu croponu AC 3a dopmynamu (2.3) N

N WL e )
2 2 2 2 s
5
-1 ¥
Toni 3rimwo 3 (2.9) %—1=——§:—11(y—1)=2x—5:2x+11y—16=0 - piBHSHHS
1 _4_3
2

Mentianu BM.

Jins 3HaxoDKeHHS PiBHAHHs BUCOTH AD 3anminemo PiBHSHHS Iyuka NPSMHX, IO DPOXOMSTH
uepes Touxy A. Lle Gyne
yi=ki(x-4).

13 1b0Oro MyuKa BHAUTAMO Ty TIpSMY, sika Gy e nepnenaukysipaa npsmii BC. & = 1/4 - kyrosuii

.. . 1
xoedinient BC. I3 yMOBH nepneHITHKYIIPHOCTI IBOX HPAMUX 3HAXONHMO k) = — o =-4.
2

Tomi y+1=-4(x—-4)=>4x+y—-15=0 — piBasuus AD;

1) Ju1s 3HAXOMKEHHA JoBXKUHA AD 3BeneMo pinanas BC 10 HopMaibHOro BHAY.

HopMmyrounii MEOXHEK M = — - I Toui 3rizno 3 (2.12) Biacranb d Big TOUKA A 0 NpAMOT

=

D+11)_ 19 .

N
1-4
BC, a6o x AD, 6yxe Takoio: d T—




35-39. Площина у просторі

[image: image45.jpg]4.1 IInowuna y npocmopi
1. 3azanene pisuanna nrowunu. Hexail y mpoctopi, ToGTO y mpsMOKyTHi# cucTeMi

xoopauHar Oxyz, 3agaHo miommny P (puc4.l) ii nosinmenoro Ttoukoo M, (x,y,z,) i
HEHYIIbOBHM BEKTOPOM N= {A, B,C }, TIEPUEHAUKYJSIPHAM 10 miel uiommHK. Bexrop N
HA3UBAETBCA HOPMAIbHHM BEKTODOM IUiomyHYM. BisbMemo Ha miomwni P Gikydy Touky
M(x,y.z) i yrBopumo Bextop M M = {x—xa, V=Y,Z— z”}. OueBuHO, WO TPH OyaB-SIKOMY
postamyBanHi Touks M Ha wiougsHi P Bexropa Ni M, M GyayTh B3a€MHO NEpICHMKYIAPHI.
Toni srigao 3 ymoBoio (3.11) ix cxanspuuii oGyTox 6yae IOpiBHIOBATH HYIIO, TOOTO:
A(x —x0) + B(y - y9) +C(z - z5) = 0, abo
Ax+ By + Cz+ D =0, de D= -Axy-By-Cz . “.1n

Pisusnns (4.1) Ha3UBAETHCS 3araTbHAM PIBHSHHSAM IUIOIMHE. B 3a5eXHOCTI BiJl 3HaUCHD
A,B,C,D nnomuna Moxe 3aiiMatH pi3Hi IIOJIOKEHHS B CHCTeMi Koopaurar Oxyz .

;4 :
Z

Puc.4.1

2. Piguanns nnowunu y siopiskax na ocsx. PiusHas (4.1) 38B0/uThCS O PIBHSHHA y
BilpisKax:

eV, 2
a b ¢ .
D D D . -
e a=-— 4 ;b =- E ;€ =— —  — BUIPI3KH, fAKI BIATHHAE IUION¥HA Ha KOOPAHHATHHUX OCAX.

3. PigHsnHs nuowuny, wo npoxooume Yepes mpu moyku. Hexaii Ha niommni P 3anano
Tpu Toukm M) (X1y121), M2 (X2¥222), i M3 (X3y323). , #iKi He jexars Ha omHii mpsmii. Taki
TPH TOYKH OAHO3HAYHO BH3HAYAIOTH NJIOIIHUHY.

Posrisnemo Ha wiomusi P noBinsHy Touky M (X, ¥, Z) i yTBOPHMO BeKTOpH

M‘M={x—x‘;y‘ _yl;z_zl}; MM, ={x, -x,3, -5 -2}

W/I: ={x,-x,, ;- ), Z3—2}. Lli BekTopE nexarr ®Ha miommHi P, OoTXKe BOHM
xommanapHi. Toxi 3rigHo 3 yMoBOIO (3.20) KOMIITAHAPHOCT] TPHOX BEKTOPIB MOXHA 3aNHCATH:
. X=X Y=y -7 |
(M,MXW)-Wﬂ, abo xp—¥ yy-yi 2 -2|=0, @43)
X3 =X V3=V 234
110 i BU3HAYA€E PiBHAHHA IUIOIIMHH, SIKa IPOXOIHTH YEPE3 TPU TOUKH. ,




[image: image46.jpg]4. Kym misxic oeoma niowunamu. Kyt mix nsoma mwiommaamMu A x+B;y+Ciz+D=0 ta
Agx+Byy+Cyz+Dy=0 Bu3HAauaeTbcs K KyT MK X  HODM@IGHHMH  BEKTOPaMu
Ni={4,,B,,C,}, N, = {AZ,BZ,CZ} 3a popmynoio (3.12), To610

N,-N, 4 Az +BB, +C,C,
SO = T = ~ = (4.4)
|Ni| NV, | \/A +Br+C] \/A +Bl+C,

VMOBM HapaneibHOCT i NEPHEHIHKYIAPHOCTI ABOX IUIOMMH BH3HAYAIOTHCA YMOBaMH
TapaNeNBHOCTI i NepIeHANKY SPHOCTI iX HOpManbHHX BekTopia N, i N,, T06T0:

A B G YMO6a napanersHocmi
4 B G pon :
A4y + BB, + C,Cy =0 - ymosa nepnenouxynspnocmi.

5. Biocmans 6i0 mouxu 0o niowuny. SO 3a1aHo PIBHSHES IWiomHHA AXx+By+Cz+D=0
i To4uka My (X, Yo, Zo) 032 Heto, TO BiACTaHb d Bif TOUKH Mg 10 Li€l NIOMMHY BH3HAYAETHCA 32

hopmyoro:

_ | Axo + By +Cz + Dy

VA*+B* +C?
IIpuxnad. 3uaiita Bincranp ToukH Mo(4;3;0) 0 IUIOMMHE, SKA MPOXOJHTH HEpPe3 TOUKH
Mi(1;3;0); Mz (4;-1;2) i M3 (3;0;1).
3 - =
“h -3

4.5)

Poss’sazanns -~
3HaiiieMo 3a (popMy11010 (4.3) PiBHSHHA TIOMHHA

x—1y-3 z-0 |x—1y-3 z 4
o 2] (- )

0=4-1-1-3 2-0=3 -4 2=(x-1)
3-10-3 1-0/ 2 -3 1
=(x-1)(-4+6)~(y-3)(3-4) + z (-9+8) = 2x-2+y-3-z =2X +y-z-5
Orxe, piBasHES wiomuad MiMaM3 € 2x+y—z-5=0.
3a opmyinoio (4.5) sHaiinemo BicTaHb Bif ToukH My I0 1iomunn
[2-4+1-3-1.0-5 8+3-5 6 &

N k% %

21





40-42. Пряма лінія у просторі

[image: image47.jpg]4.2 IIpama y npocmopi

1. Kanoniune pienanus npamol. Ilpama L y npocTopi OIHO3HAYHO BH3HAYAECTHCH TOYKOIO

M(x,y,z)
My (xg,vy.257 Puc. 4.2

S

x

Mo(Xo;¥0zo) 1 HanpsMHEM
BEKTOPOM 5= {m,n, p},
napaneqsHEM  Opsmii L
(puc.4.2). Bizememo Ha
npsMii L Gixydy Touky
M(x,y,z) 1  ytBopumo

BEKTOp

MM ={x—x0;y = yo;2 =2}

. 3a ymoBow BexkTop M, M

napanencaui BexTopy S . Toi 3 yMOBH napanesbHOCT IBOX BEKTOPIB BRILTHBAE PIBHSHHS

x—x v—vy 7 -
T _ YT

m n
sIKe HA3UBACTHCH KAHOHIYHUM DiBHSHHAM NPAMOL.

s (4.6)




[image: image48.jpg]2. ITapamempuuni pienauns npsmoi. Sxmo B (4.6) KOXKHE i3 CHIBBiJHOIUICHb IPUPIBHATH
napameTpy t i BUDasHTH X, y, Z, TO OAEPXKHAMO NapaMETPHUHI PiBHSHHS IPSIMOL:

X =mt+xy
y=nt+y, .7
z=pt+z,

3. Pignsnns npamol y npocmopi, ska npoxodumo uepe3 06i 3adani mouku M,(xy,¥y,2),
M, (x,,,.2,). Taka npsamMa Mae BUTIAN: -
X=Xy o, Y=Ha . B7E0
X1=% N~Yo Z1—2
4. 3azanvre pisHauns npamol y npocmopi. BOHO BH3HAYaEThCS CHCTEMOIO PiBHSHB JBOX
Herrapaye/bHIX IUIOMIHH:

Ax+By+Ciz+D; =0,
Ayx+Byy+Cyz+ D, =0,

. (4.8

(4.9)

3 HopManeHaME  Bextopamum  Ni={4;,B,,C;}, N2 ={4;,B,,C,}. Taxi miomunu
TEPETHHAIOTBCA TI0 NPAMil, piBHSHHS AKOi € (4.9).
Sikio i3 (4.9) BHKIIOUATH MOCIIIOBHO OlMH Pa3 y, ApyTii pa3 x (BBaXXal04H Z JOBLILHOIO
CTAI0I0), TO OZICPIKAMO CHCTEMY PIiBHSHB:
x=mz+a )
y=nz+b’
110 BU3HAYA€ PIBHAHHS NPAMOI Y IpoeKuisx. Lle piBHAHHS MOXHA 3aIMCaTh B KaHOHI4HiN dopmi
x-a_y-b_2z-0
m n 1
5. Kym miowe 0Osoma npsimumu. SIK110 181 npsimi 3aaHi CBOIMU KaHOHIYHHMH PiBHAHHAMHA
‘x—xl_y_yl_z_zl x_xz_.V‘J’z_Z_zz
= e - S 4

B

m n n m, n; 2

(4.10)

3 HaUpAMHMME BEKTODaMH S = {my,n,, p, };§z ={m,,n,,p,}, 0 KYT @ Mix HEME HpEMEME
BH3HAYAETHCA SK KYT MDK iXHiMM HAaNpPAMHUMH BEKTOpaMH, To6To, 3rinHo 3 (3.12)
Si-S mym, +mn, +
cospoprEh I @1
iSiliSa) Jm +1 4 pf -am 1+ p3
VMOBH mapajiensHOCTi | NEpPHeHIHKYIAPHOCTI ABOX NpPAMUX BH3HAYAIOTECH YMOBAMH
TapaeNbHOCT] i HepIeHAMKYIPHOCT] X HAIPSIMHAX BEKTOPiB, TOGTO
m_nmn_n .
— = =—— — YMO064d hapajielbhocmi
mo n P
mm, +mn, + p, p, =0 — ymoea nepnenduxyasprocmi.
Ipuxrad. 3amano KoopauHATH TPBOX TOYOK Mi(2;-1;3), Ma(1:2;-1) 1 Ma(-3;2;1). 3maiitu
PIBHSHHS IIPAMOI, SKa HPOXOAHTH depe3 TouKy Mz mapanensHo opsmiit MM, a Takox KyT Mix
npamamu MiM; i MiMs.

Pose ‘azanna.
3naiinemo pisHsuHs npsmux MiM; i MjMs. 3a popmyrnoro (4.8)
x-2_y+1_z-3  x-2 y+1 z-3
1-2 2+1 -1-3 =1 3 -4
x-2 v+l z-3 x-2 v+l z-3 .
o= == - =" =-——— — p1BHAHHA M;M3
~3-2 2+1 1-3 -5 3 -2

— piBrsHHEL M;My;





[image: image49.jpg]3Bincu §, = {— 1; 3;—4},52 = {— 5: 3;—2} — HampsAMHi BeKTOpH npsmMux MM, i MiM;. Toxi
cosp= S _ (DE 433+ (A2 _S+9+8  m
BB JC0 +3 w4 o7+ +(27 26-BE 2241 247

11
= arccos—=—== ~arccos 0,69991~45°30".
4 N247

PiBHAHHSA NPAMO, IO MPOXOJUTE Yepe3 TOuKy M3 napanensHo npsviit MjM,, 6yae npama

3 HaNPSMHEM BEKTOPOM S npsMoi MM, Tobto





43. Кут між прямою і площиною. Умови паралельності                       і перпе​ндикулярності прямої і площини.

[image: image50.jpg]4.3 Ilpama i nrowunay
- npocmopi
N L 5 1. Kym mioie npamoio i niowunoio.
Vmoesu napanensnocmi i

nepneHOuKynsprocmi npamoi i
nIoWUHY.

Hexait nnomusa P i npsama L, mo
1l neperunae (puc..4.3) 3amaHi cBoiMM
PiBHAHHAME Ax+By+Cz+D=0 i

XX YTHe _Z7Z
Puc. 4.3. m n p

Bigomo,

0 TOCTpHE KyT @ npaNoio L i
mioneHO!0 P € Ky Mixk npsamoro L i it
npoeknielo L; Ba nnommmy P.

TlosnauuMo uepes € rocTpudi KyT MiX HOPMAILHUM BEKTOPOM N= {A; B.C } miomunn P i
HAIPSIMHAM BEKTOPOM S= {m; n; p} npsMoi L. Ockimsku @ +6 =90°, To @ =90°-0, Tomy
sin @ =sin(90° — @) = cos 4. }Ikmo 6>90°, Toni sing=-cosf, abo sing=|cosé| B Gym

SKOMY BHNAIKy. Ayie cosG—I ‘ \ } TOMY KYT MK NPAMOIO i TUTOIMHOIO BH3HAYAETHCS 33
dopmynoio

N-§ Am+Bn+Cp .
| HSI VA B +C? mr +n? 4 p?

sing = 4.12)
Sxmo npsMa L napanensHa miomusi P, Toni BekTopH Nis HEPIHEHAHKYISPHI, TOOTO
N-§=0,a60
Am+Bn+Cp=0, (4.13)
1[0 BU3HAYAE YMOEY NAPANeNbHOCMI npamol | niowunu.

Slxino x npsMa L neprenauKyispra o miomuHy P, To BexTopu Ni§ napajiensHi i Mae

Micne CHiBBiJHOMEHHS
A B _C
—=—=—, .14
m n p K

1O € YMOBOIO NEPREHOUKYIAPHOCTH NPAMOT | NACUJUHU.




[image: image51.jpg]2. Touxka nepemuny npsamoi i niowuHu.

{06 3HaiiTH TOYKY NEpeTHHY NPAMOI i ILIONMAHW, MOTPIOHO NAPAMETPHYHI DiBHSHHS
npsmoi (4.7) mifcTaBATH B 3aranbHe piBHAHHA Iwtommuu (4.1) i poss’s3aTH HOro BiXHOCHO
HEBiZIOMOTO TapameTpa f. 3HaiiieHe 3HadyeHHs /=fy norpiGHo mizcrasutd B (4.7). Onepxani
3HAYEHHS Xg,Y0,Z9 € KOOPAMHATAMH TOYKH IEPETHHY NPSMOT 1 ILIOMIHHH.

[Ipuknao. 3ualiTh TOYKy INepeTHHY IIOMHHA 3x -5y +6z+8=0 3 npsMowo, mo
npoxomuTh Yepe3 Toukd Mi(3;-1;2) i Mx(-2;3;5).

Pos3e’azauus.

3HaiiieMo piBHAHHS NPAMOI, 10 MPOXOJHTH depes Toukd M, i M 3a popmymoio (4.8) i

3aNHIIeMo HOro B NapaMeTpHuHiH dopmi
x=3 y+l _z-2 :x—3 y+l_z- 2

-2-3 3+41 5-2 -5 4 3
5;53= L:—l—t z;2=t. abo x==5t+3 y=4-1 z=3t+2 -
napaMerpuuHi piBusHEs MM,. IlincraBuMo i 3HAYeHHA X,),z B PIiBHAHHA IUIOMMHH i
PO3B’shKeMO HOro BiTHOCHO napaMerpa f.

3(-5¢+3)-5(4-1)+6(31+2)+8=0; ¢

-151+9-20+5+181+12+8=0 = -171+34=0 = r=2.

ITincraBamo =2 y mapaMeTpuuRi piBHsHEA M{M,.

x=-5-2+3=-7; y=4-2-1=7; z=3-2+2=8.

Orxe, npsma MM, nieperunae miommHy y Toumi Mo(-7;7;8).

ITpuxnad. 3anaso xoopauHaty Bepuikay nipamiau ABCD: A(2;4;-3); B(-1;0;3); C (1;-1;3);
D(2;1;3). 3uaiiti:

1) JOBXuHY pebpa 4B;
2) Kyt Mix peGpamu AR i AD
3) piBHsHHS mommaE ABC
4) KyT Mix peGpom AD i rpansio ABC
5) nnomty rpadi ABC
6) 06”em nipamiau
1) piBHsHES npsmMoi AB
8) PiBHAHHS BHCOTH, ONylieHOi i3 Bepumiay D Ha rpans ABC
9) Bificranb Bij Bepiuau D jio rapui ABC
Po3e zzanns

3sincu

3ualiieMO KOOPIHHATH BEKTOPiB E,XE,E, AKi OyAyTh BUKOPHCTAHI B O0UMCIICHHAX.
4B ={-3-46}; AC ={~1;-5:6}; 4D = {0;-3:6}. Toni:
1) noxuna pebpa obuncmoeTses 3a opmyioro (3.4), TobTo

[4B| =9 +16+36 = VT; [AC]| = T+25+36 = 62; [AD] =9 +36 = 45 ;

2) KyT Mix peGpamu AB] AD obuncioeThes 3a popmynoio (3.12). Omxe:
AB-AD _(-3)-0+(-4)(-3)+6-6 12+36_ 48 _ 16

s S Py p 61../a5 =305 3705 505’
|48 -|aD| -J61--/45 3./305 34305 /305

.

a 3BUICH @ = arccos —,«]»-L p
/305

3) piBussas mwiommsau ABC 3maiigemo 3rigpo 3 (4.3), sk piBHAHHS IUIOLIMHH, HIO
npoxonuTh depes Tpu ToukH A, B, C, abo tpu xommiamapri Bekropu AB i AC i
AM = {x—2;y -4z +3}; ne M(x, y, z)- 6ixysa Touxa mnommman ABC. Orxe,




[image: image52.jpg]x=2 y—-4 z+3 |x-2 y—-4 z+3

-1-2 0-4 3+3=|-3 -4 6 |=(x-2)(-24+30)-(y-4)(-18+6)+

1-2 -1-4 3+3| |-1 -5 6
Hz+3)(15-4)=6x-12+12y-48+112+33=6x+12y+112-27=0 - piBustaus wiouusu ABC;

4) xyt Mk pebpom 4D i rpanio ABC Bu3HauaeTses 3a Qopmynowo (4.12), B skiit
N ={6;12;11} — nopmanenwii BekTop mroummn ABC, a S = 4D . Omxe,

N-4D _6-0+(-3)-12+6-11 _ 30

10
|3|-[4D T 3641844121445 3454301 1505

@ =arcsin 10 aresin 025777~ 14°57";
1505

sing= =0,25777,

5) o rpam ABC obucmoerses 3a hopmyinoo (3. ]7) 4epe3 BEKTOpHHH 106yTOK
BEKTOpIiB 4B i AC T06TO 3rizino (3.16) yepes NOBXKUHY BEKTOpa N

4 6 -3 6 |-3 -4
AM——‘ABXACl ‘/ ;’]+l j+‘ _5‘ 1 A6riaa+12i = «/301KB.ozx.;

5 -1 -1
6) 06’em mipamizm DABC o6uncnioemo 3a popmynamu (3.19) i (3.21)

‘!—3 -4 6 ) .
=*+-|-1 - =+ (90+18-54~ =—-30=35 xy0.ox.;
4 3 1 -5 6 6(90 18-54-24 s 30=5 xy6

‘ 0 -3

7) piBHsiHas 11psamoi AB 3HaxoaMMO 3rizHO 3 popMyIioio (4.8) sk piBHAHHA NpsMOT, O

[pPOXOAHTS uepe3 1Bi ToukH A i B, orxe:

x-2 _y- 4 z+3:>x—2 _4 z+3
~1-2 0-4 3+3 -3 -4 6’
8) kaHOHIYHE PIBHAHHA IyYKa IPIMAX MO NPOXONATH dYepe3 Touky D 3rimmo 3 (4.6)
MaruMyTh BATJIAL

M2 pyol_ze3

m n  p
I3 mworo myuka TPAMHX BHAUTHMO Ty, sika Oyne nepneHmuxynspra go mwiomuan ABC. YMoBa
nepneﬂnnkyﬂapﬂocn ﬂp}lMOl i NIOIUMHA -~ ue y™moBa napanenbnoc‘n HaNpsMHOI'0 BEKTOpa
npamoi S ={m,n, p} i HopMamsHoro BextopaN ={6;12;11} nnomumn ABC. Omxe, 3rimio 3
(4.14)
C =12=”, abo m=6, n=12, p=11. Toni 22 -1 23 —Oyzne piBHSHHS BHCOTH,
m n p 6 12 11
onymeHoi i3 Bepumnn D Ha rpans ABC; '

9) Bigcrans Bix Touxu D jo rpani ABC 3HaxomuThes 3a d)opMynoro 4.5)
|2 6+112+311-27] [12+12+33-27)

301 «/WJsT





44-48.Лінії другого порядку (коло, еліпс, гіпербола, парабола)

[image: image53.jpg]1. OxpyxmoCTh. OKPYICHOCHS — 5TO MHOKESTBO TOUEK, PABHOYAANEHHEIX OT AaHHOM
ToukH (uentpa). Ecam 7 —pamuyc oKkpyxuocTH, a Touka C(g; b)—ee HedTp, TO ypas-
KeHHe OKDYXKHOCTH HMEET BHA

(x—ap+-(y—tp=rs [0}

B 4acTHOCTH, eC/H LeNTP OKPYIKHOCTH COBNAET C HavasloM KOOPAHHAT, TO NOC/eXHCe
YpapHeRHe NMpHMeT B

Rtypr=r,

Ecan B mpasofi wactd ypasuenns (1) pacKpHTb CKOGKH, TO NOJNYUHTCS ypasHen.ie
BRAA
B2 lef-my-+n=0, @

rae |=—2a, m=~2b, n=0a%+b2—r2

B ofmem cayuaze ypasheHue (2) onpemessieT OKPYKHOCTb, €clH 12-m®—4n > 0.

Eca 24-m?—4n =0, TO yKa3saHHoe ypaBHenNe ONpexensier To4Ky (— /2, — m/2),
a ecm [24m?—4n <0, TO OHO We MMCeT TeOMETPHUECKOTO CMbiC/a, B sTOM cayuae
TOBOPSIT, 4TO YPABHEHHE ONPEACISCT MHEMYIO OKDYWKHOCTB.

0718340 TIOMIHTD, YTO yPABHEHHE OKPYKHOCTA CONCPIKHT CTAPIME WIeHH X% K y?

C paBHBIMM KOPQHIMEHTAMH H B HEM OTCYTCTBYET 4/leH C MPOMSBENEHHEM X Ha Y.

Bsanuioe pacronokenne TowkH M (%13 Y1) B OKDYKHOCTH X2--y2=r2 onpenens-
eTcs TAaKHMH YCAOBHAMA: ecaR Xi-byi=r% 7o To9ka M JeKHT Ha OKpYKHOCTH;
ecan x3-F 3 72, 70 TouKa M JEKUT BHC OKPYKHOCTH, H €CiH 414} < 1%, To Tou-
Ka M J€XHT BHYTPH OKPYKHOCTH.




[image: image54.jpg]2. Jaumnc. JAAUNCOM HABHBACTCH MHOKECTBO TOUEK, CYMMa PAcCTOAHWA KOTOPHX
£ ABYX AAHEHIX TONCK, HASHBIEMULX (OCYCANE, €CTh BEAWINIHA TOCTOTHHAT (E¢ 0603-
jaualoT uepe3 2a), MpHUEM 3Ta NocToAHHA7 GO.blle paccTOANUS MeXAY (oKycamH.

Ecan 0cH K0OPAHHAT PACHOIOKENE! IO OTHOLIERHIO K SJHRCY TaK, Kak Ja pic. 10,
3 (OKYCH SAIHICA WAXOTATCA Ha ocH OX Ha DABAHX PACCTOANMAX OT Hauana KOOPAH-
far B 10uKax Fy (¢; 0) 1 Fy (—¢; 0), To NOMYUHTCH npocmeduice (KQHOHUAECKOE) Ypas-
HeHUE SAAUNCE:

.
b=t [0}

3zech a—00abias, b—Maias TOAYOCh 3JJIHMCA, TPHYEM @, b U ¢ (C—TNoNoBUHA
paccrosms Mexy (OKycam) CBI3aNH COOTHOWIRHEM a%=b--c2.

Dopma SMUHICA (MEPa €ro CXKaTHs) XapAKTEPH3YETCH €ro IKCYCHMPUCLMEMON € =
=c/a (Tak Kak c<a, 1o e << 1).

PaccTosiiusi HeKoTopoll TOuKM samunca M ot 4
ero (IOKYCOB Ha3biBAlOTCA (POKQAbKbIMU paOUYCasu-
sekmopany  3T0i ToukH. UX o6puHO 0GO3HAualoT ry M
W ry (B cHIY OlpeneseHus aasnca Aaa moGoii ero
TOUKH ryrp=2a). '

B uactiom cayuae, Koraa a=b (=0, e=0, ¢o-
KYCHl C/IMBAIOTCA B OLHONl TOYKE — LeHTPe), 3aaunc F a I3
TpeBpamaercsi B OKDYKHOCTh (C YpaBHeHHeM X2}
Fyr=ad).

Baaumnoe pacnosoene TOYKH M (5; y) »

X 2
snmnea + b

ESi
eca P § L
e o 4

L]

Puc. 10

1 onpexensietcs  yCTOBHAMH:
8 g
1, 10 Touka M sexur xa sammmee; ectuot + Y1, 1o rou-
x4

xa M acaur e samunca; e 4 41 <1, rotouxa Macrur muyrpu samunca.

©oxaabie PALHYCH-DCKTOPH BLPAKAIOTCH uepea alCLUCCY TOMKH SIIANCA
110 Gopuyaam ry=a—ex (upassili (OKANBNB PANNYC-DEKTOP) H ro=a-+ex (uemuit
QOKAABHbI  PaAHYC-BEKTO).





[image: image55.jpg]8. Tunep6ona. [unepGoaoi Ha3HBaeTcsi MHOKECTBO TOUEK, abcomioTHAs BelWYHHa
PA3HOCTH PACCTOSIHUIL KOTODHX JIO ABYX JaHHHIX TOUeK, Ha3hBaeMBIX okycaru, ecte
BeJMYMHA TOCTOAHHAH (ee 0003HAYaloT depes 24), NMpHUEM 5Ta TOCTOAHHAS MEHbIIG
paccrosinust Mexay (orycamu. Ecan no-
MeCTHTb (JOKYCH THNepGoJHl B TOUKAX
Fi(c;0)u Fy (—c; 0), To momyuurest
KaroHudeckoe YpasHeHue aunepGoast

x» y?

o mE=h 1)
rie b2=c2—aq2 TunepGoja COCTOHT H3
ZIBYX BETBEH H PACHOJOKEHa CEMMETPHY-
HO OTHOCHTEbHO oceil Koopaunat. Tou-
kA, (@;0) 1 Ay (—a; 0) nasuma-
10TCs gepuuunany THNepGOTH. OTpesok
| AyAy|=2a uHasmBaercs Oedcmeumens
Hod_ocoto  THNEPGOIH, a  OTPe3oK
Pic. 11 | ByBy | =2b—mnunoti ocsio (puc. 11).

Tlpamast HaswiBaeTcsl acumnmomod

THNepSOJHl, €cHH  PacCTOAHWE  TOU-

xa M (x; y) runepGossl OT STolt mpsMol CTPeMHTCS K HYMO TNPE X—>--CO HJH
X—>—co. [WMiepGosa WMeeT ABe aCHMUTOTH, YPABHGHHA KOTODMX §= == (b/a) x.

J11st TIOCTPOGHHUST ACHMATOT THIIEPGOJH! CTPOSIT OCEBOH NIPAMOYTOABHHK THNepGOJIL
€O CTOpOHAMH ¥=a, ¥=—a, y=>b, y=— b. IIpamue, npoxonsiuge yepes NpOTHBO-
TIO/IOMHEE BEPUIUHEL 5TOTO NPAMOYFOALHUKA, SBAMIOTCS ACHMATOTaMH TUNEpGOs.
Ha pue. 11 ykasaxo B3agMuoe pacrosoienue THnepGosel H ee acnmuror. OThoulenue
e==c/a> 1 Ha3piBaCTCHA 8KCYEHMDUCUMEMONM THNCPGOIEL.

DOoKaNbHBIE DAjAYCH-BEKTOPH NPaBolt BeTBH THNEpGONH: ry=ex—a (npaBbiit
oxanbHL paguyc-BeKTOp), ro==ex-}-a (aeBrli oxambELNl pajHyc-BeXTOD).

oKaBHNE DaAIYCH-BEKTOpH JIeBON BETBH THNEpOOTH: ‘ry=— ex--a (npapuit
GoXanbHEI paHyc-BeKTOD), rp=— ex—a (eebiil oxambuuft paguyc-BeKTOP),
Ecmu a=b, 10 ypannenne runepGo/isl NpHHAMAET BHJ
B—-y?=a?,

Takas runeplona HaswBaetcss pasxofouriod. Ee acuMnToTst o6pasyloT mpsmoit yroir.

Ecau 32 0CH KOOPIMHAT MPHHATH ACHMITOTH PaBHOGOUHOH THIEPGOH, TO ee ypas-

Jjetiie NpENET BUA Xy =m (m=+ a%/2; npu m > 0 runepGoa pacronoxesna B I u 111

YeTpepTaAxX, npr m << 0—po II u IV yetBeprax). Tak Kak ypaBueaue XY= m MOXKHO

niepenucath B BHAe Y =m/x, TO PaBroGOYHas ruyep6ona fABisercs rpadHKOM oGpar-
MOff TPONOPUHOHANbHON 3aBHCHMOCTH MEXIY BEJHUHHAMH X H Y,

VY paenenne
g2
o= 1 (mm =

e ®





[image: image56.jpg]4. Ilapabona. [lapabosroq HA3LIBACTCA MHOKECTBO
TOUCK, PaBHOYAAJCHHBIX OT JAHHOH TOUKHM, HA3LIBAEMOIl
okycom, u pamuoil mpsmoil, Hassieaemoit dupexmpucoii. Ecan gupektpHcoil napaGoast

SBASeTC npaMas ¥=— p/2, a doxycom—rouka F (p/2, 0), To ypaBuenne napadost
HMeeT BHA
yr=2p. [
Ora napa6oia pacnooKeHa CHMMETPHUHO OTHOCHTE/IBHO ocK abenwce (puc. 12, rae p > 0).
Ypasuenue
x2=2py @

ABAACTCA ypaBHeHHeM Napaloubl, CHMMETPHYHON OTHOCHTENbHO ocH opaunar. Ilpu
p > 0 mapaGoast (1) i (2) 06palelsl B NOJNOKHTENbHYIO CTOPOHY CQOTBETCTBYIOWEH OCH,
a mpu p<<0 — B OTPHUATEJBLHYIO CTOPOHY.

Ilnua poxanpHOro pajnyca-Beropa rrapaGosl y2=2px ompegeaserca no Qop-
Myae r=x--p/2 (p > 0).





[image: image57.jpg]2. Mapabona y = Ax2+Bx-+C n runepbora y = (kx+1)/(px-+q). Ypasuesue Bus
y=Ar+Bx+C
npeo6pasoBaHueM KOODAWEAT NPH TapalJiesbHOM NepeHoce ocefi, T. e. mo dopmynam

x=x'-+a, y=y' b (@ 1 b—KOOPAHHATH HOBOrO Hayand, X’ W y'—HOBHE KOOpaH-
HarH), DpeobpasyeTcs K KaHOHHYECKOMY BHAY YPaBHEHHS RapaGolkl

za




[image: image58.jpg]IlapaGona, onpetensevas ypassenkeM y= Ax?+4-Bx+-C, HyeeT 0Cb CHMMeTpHH,
papaaieabiyio oci Oy (anaroruuo ypaswense x=Ay2--By--C onpegenser napa-
6oy € OCBIO CHMMETPHH, mapamieisHo. ock Ox).

IlpoGHo-nnneiinan GyHKunT

y=(ex+D/(px+9

onpeleNseT paBHOGOYRyIo runiepGony, ecnn kg —pl 50, p = 0; npeoGpasoranrem Koop-
auHAT TPA NADaJNeNbHOM Mepesoce ocelf KOODIMHAT 3TO ypaBHeHWe npeoGpasyercd
K KaHOHWYECKOMY BHJY YpaBHemust pastoSOuHO# rumepGofsl xy==m, T. €, K ypapHe-
pHi0 PaBHOGOUHON rHMEPGOME!, Y KOTOPOil OCH KOOPAMHAT SIBJSIOTCS aCHMITOTAMH.
Tlpn m >0 BetsH runepGosist pacnonowenst 8 I u II1 verseprn, a mpu m << 0—so
Il n IV uerseprH,




49.Полярні та параметричні рівняння кривих другого порядку
[image: image59.jpg]. 1. MpeoBpasopanue Koopaunar. [1pu mepexoe OT CHCTaMb KOOPAHHAT X0y K HOBOI
cHetene x Oy’ (HanpasneHue oceil KOOPAMHAT MPEKHEE, 34 HOBOE HAYATO KO PAHHAT
npuiata touka Oy (a, b); pac 13) CBAb MexAy CTapMH H HOBBIAA  KOODIUHATAMH
HEKOTOPO# 10uKH M MJOCKOCTH ONpEReIAeTca CJAENyIOUHMH (OpPMyAaMH:

x=x'+a, y=y'+b; (]
K =x—a, y'=y—b @

C novowpio dopmys (I) Crapsle KoOPAUHATL BHPANAOTCA 9epe3  HOBIE,
a ¢ nomowsio Gopmyn (2) —HOBsIe uepes cTapbie.

[pi nosopore Oceii KoopuWHAT HA Yro.a o (HAYa/o KOOPAMHAT Mpekwe2, npuyem
O OTCUHTLIBASTCA MPOTUB 4AacoBON CTpedKH; puc. 14) 3asiCHMOCTG MewKly CTapeiMu
KOOpAuHdIaMu X, § U HOBHIVH X', y' Omperesierca C/AAyIOUHMH (OPMyiamu:

X coso—y' sina, y=xsma+y cosa, )
XCOS 04SN0ty Y =— XSG+ COS A @





[image: image60.jpg]2. Tapabona y= Ax2-+Bx-+C u runepbona y = (kx+1)/(px-+q). Yparesnne bus
y=Ax+Bx4C
npeo6pasoBaHHeM KOOPAHHAT MpH Tapaifie]bHOM NepeHoce ocefl, T. e. Mo dopmynam

x=x'-4a, y=y' +b (¢ ¥ b—RoOpAUHATH HOBOTO Haand, ¥’ M Y’ —HOBHE KOOpH-
HaT), npeobpasyeTcs K KaHOHHYECKOMY BEAY YPabheHHS RapaGobl.

Ja




[image: image61.jpg][TapaGona, onpezensievan ypastenvesm y=Ax?4Br+C, myeer och cmvmerpui,
napaaseabiyo ock Oy (anaroriyno ypashense x=Ay?-By--C onpexenser napa-
6oy C OCBIO CHMMETPHH, mapanfieisHo: och Ox).

LpoGuo-nuKeiinan Gynxuus

y=(kx+1)/(px+q)

omperensieT paBroSoyRyio runepGony, ecmn kg —pl 50, p 5= 0; npeoGpasoranyen Koop-
JuHaT TPA Napal/lesHOM mepesoce ocel KOOPIMHAaT STO ypaBHeHWe mpeoGpasyercs
K KaHOHWYECKOMY BHIY YpaBHeHdd PaBHOSOUHOX rumepGonsl xy==m, T. €. K ypaBhe-
HiO PABHOGOUHON rHNEpGOMB,, Y KOTOPOii OCH KOODPAMHAT ABJSIOTCS ACHMNTOTAMH.
Tipn m >0 Bets ranepGoas pacnonowenst B I u 111 verseprn, a npu m << 0—so
Il u IV uetsepTH,




[image: image62.jpg]3. TNaTuuienHoe ypasnenue Kpueoil BTOPOTo NMopsiKa. YpaBHEHHE BTOPONl cTeneHn
Bia

A 4-Cyp4-2Dx 4 2By +F=0

(N coepiaiice uJeHa Xy C TPOMIBEICHWEM KOOPIMHAT) WaSHBACTCS RAMUMACHHHIM
ypasrenuen Kpusoit 6mopoeo nopadka. OHO Onpelenser Ha maockoeTH xOy sanunc,
runepGony HAW mapabony (C BOMOKHBIMK CJYYasIMH DACNala H BEPOKICHHR STHX
KPHBBIX) C OCSIMH CHMMETDHH, MNapajJielbHHMH OCAM KOODAHHAT, B 3aBHCHMOCTH OT
3HaKa mpouasesenus kKosdpuunenton A u C.

1. Ilyers AC >0; Torza ompesensevas STHM YpaBHEHHEM KDHBAs €CTh SJLIHMC
(neficTBHTE bHBIT, MEHMBLT HAW BHIPOAMBUIWACT B Todky); mpu A=C aanunc npespa-
WEeTCs B OKPYKHOCTD.

2. Mycrs AC < 0; TOrHa COOTBRTCTBYIOMIAA KDHBAs BASETCH THNepGOJOl, KOTO-
pas MOKET BEPOAKAATECS B [BE HePeCeKaiouliecs IpsMble, eC/H JeBast 4acTb ypasHe-
HHSl PACMajacTCcsi HA TPOH3BeleuUe NBYX JMHERHBIX MHOKHUTeNeH;

Ax2+4-Cy24-2Dx+ 2Ey + F= (@ +biy+c1) (@ x+byy o).

3. Hlyere AC=0 (1. e. am6o A=0, C50, 6o C=0, A-£0); Torna ypasie-
HEe onpejiesseT napaboJy, KOTOpas MOKeT BHIPOKAATHCH B JBe MapasiiebHble nps-
Mble (eficTBHTENbHEC DA3NMYHBIe, JHCTBHTENbHBE CHBIIHECS HAH MHHMEIR), CIH
JieBasi 4acTh YPaBHEHHA He CONCPIKHT NGO X, NHOO y (T. €. €CIH ypaBHEHHe uMeeT
Bup Ax? 205 F=0 unu Cyt+2Ey+F=0).

Bujt kxpusolt W pacronomeny#e ee Ha NAOCKOCTR JIETKO YCTaHABAWBAIOTCH NpeoGpa-
sopanueM ypapuenus X Bugy A (x—xP-+Cy—y)=f (8 caysae AC>0 wuan
AC << 0); 7o BHIYy NONYYEHHOTO YpaBHeHHs OOBAPYKWUBAIOTCA W CAydad pacnaja HaM
BEHPOKAEHNS IHNCA H THNEpGONE.

B cayyae HeBHIPOXJIEHHHIX KPHBHIX NEPeHOCOM Hauaja KOOPAMHAT B Toury O (¥
Yo) TOJyueHHOE ypABHEHHE SIJHNCA WAH TANepGONE MOXHO NPHBECTH K KaHONHYeC-
KOMY BHAY.

Cayuait AC=0 noapoGHO paccMoTpeH B THpejuayimeM naparpabe, NOCKOABKY
YpaBrieHHe HEBHPOKIERHON Napadcodbl IeCh MOKeT OkTh SanucaHo B BHAC § =

ax2-bx--¢ Han x=a;12 by 4y,





[image: image63.jpg]4. TpuBencHne K KAHOHHYECKOMY BHY 001IEro YpasHeHHs: KPHBOH BTOPOro nopsiaka.
Ecin Kpusas BTOPOro Nopsiaka 3aiaHa ypaBHEHneM

Ax2 4 2Bxy 4 Cy - 2Dx+2Ey +-F =0,

T0, MPHMEHHB mpeobpa3zoBanie IOBOPOTA OCeit KOOPAMHAT C HCTOMbIOBAHHEM (OpMyJt
X=x"coso.—y sma, y==x'sn &y’ cosa, CIeAyeT NPH HaJTeKaweM BuGope o 0cB060-
LHTBCSl B YDABHEHHH OT ujleHa C NPOH3BEJCHHEM KOODAHHAT.

Hasvnelimue npeoGpasoBanusi PaccMOTpeHb! B NPe/ibLIyLeM pasfene.

Cayuait pacnana Kpusoii BTOPOrO NOpAAKa Ha 1B NpAMBE MOKET ObTs Jerko
YCTaHOBICH Mo HCXONHOMY YPABHEHHIO CACHYIOUMM OGDA3OM: PaccMATpHBAs ypaBHeHHE
KaK KBAIDATHO® OTHOCHTE/BHO § (IPEANONaras, 4TO KOSPOHIMEHT NPH y* OTAMIEH OT
HYJS), PAIPELIAIOT erO OTHOCHTENLHO §; CC/H TPH STOM TOA KOPHEM OKANETCH TOMHB
KBaZpar HeKoTOporo AByuJeHa ax-+b, TO KOPeHb W3BJeueTcs, H Ads y modyuatca apa

BHAMCHHA: Yy =hiX4-by; Yy==kpX-bs. DTO W MOKaMer, YTO Kpusas pacnajaetcs Ha
IBe mpsiMble.

Jaitoe ypassenne Moer GiTh paspeuieso W OTHOCHTenbHO X. Ecanm B ofumem
YpaBHenuu kpHsoi BToporo nopsgka A=C=0 (ecrecTsento, uto B+0), T0 yKasau-
HOe ypaBHeHMe onpefiesifeT Mapy NPsSMBIX TOTAa H TOJALKO TOTAa, ecid B/D=2E/F.

STOM Cayuae /ieBas 4acTh YPaBHCHHS PA3NAracTCRA Ha JHHCHHBIC MHOKHTEMM.




50-59. поверхні другого порядку

[image: image64.jpg]3 Oznavennsn3.[logepXHAMH APYToro NOPSAKY HAZUBAIOTH
Taki NoBepxHi, PiBHAHHA SIKMX MicTATH Xou OM oamy 3
KOOPIMHAT X, Y, Z Y APYTOMYy cTeneni

Slxuto ueHtpom cdepu € Touka C(Xo, Yo, Zo), @ pamiyc R, To
piBHAHHAM cepu Oyae:

(=)’ + (=3 ) +(z~2)" =R @8)
KpiM cdepu, HacTo BHKOPHCTOBYIOTH  LMINIHIAPHUHI
TIOBEPXHi Ta IOBEPXHi 0OEPTAHHS.

) Oznavenns _4.Kowniunoio Ha3HBalOTH TOBEPXHIO, sIKA
YTBOpEHA NpsAMOI0 JiHiclo (TBipHOI0), IO NPOXOAHTH Yepe3
3alany TOYKY (BepPIIMHY MOBepXHi) i mepeTHHae 3ajany Jinilo
(nanpamuy Jaidio).

(O O3navennsi_S.MoBepXHsl HA3MBAECTHCH HHAIHAPHYHOIO,
SIKILO BOHA YTBOPEHA MNpPsiMoI0 (TBIPHOI0), NAPaNeJbHOI0 10
3aaanoi npamoi L (Bici nmosepxmi) i sika mpoxoaumrTe wYepes
3ajany aiwito ¢ (nanpsimuy miuiio).

IMpuknan unmuApruHOi noBepxHi 3 Biccto Oz 1 HanpAMHOO
£ 306paxeHo Ha MATIOHKY 3.




[image: image65.jpg]z )
oWd

X M‘e

Man. 3

Slkuio TBipHA LMAIHAPUYHOI NOBepXHi mapanenbHa oci Oz, a
wanpavua finis £ nexuts B nowwni xOy i 3a7aua piBHAHHAMH:

F(x,y)=0| -
z=0 29
Toxi piBHAHHA LHUIIHAPHYHOT HOBEpXHi Byze:
F(x,y)=0
30
o o

PiBusianst F(x, z) = 0, w0 He MiCTUTB 3MIHHO] Y, BU3HAYaE B
MPOCTOPi WHIIHAPHUHY MOBEPXHIO 3 TBIPHOIO, 110 NapalnensHa oci
Oy.

Pipnsinns F(y, z) = 0 BudHauae B MpoCTOp! UMITIHAPHYHY
TIOBEPXHIO, TBIPHA AKOI napanensHa oci Ox.

2 2

% <
Hanpuxnan, pisHsuas T+ | BusHauae B mpocTOpi

9
CINTHYHY UHIIHAPHYHY MOBEPXHIO, TBIPHA AKOi MapaieibHa OCI

Oz.

‘ PiBHstHHS %— % =1 BU3HAYAE B IPOCTOPI rinepGoiuny

V<




[image: image66.jpg]LMIIHAPUYHY TIOBEPXHIO, TBIpHA KO NapaiensHa oci OX.
IIpaBunio 3HaX0AKeHHS PIBHSAHHS NOBEPXHi 00epTaHHA

Jlnsi  ofepaHHS  DIiBHSHHS ~ TOBEPXHi,  YTBOpeHOL
obeprasnam siinii £ HABKONO OnHiEl 3 KOOPAUHATHHX Oceii, TpeGa:

1. B pienanni ninii obepmanna 3anuwiumu  He3MiHHOWO
KOOPOUHAIMY, OOHOUMEHHY 3 8iCCIO 0OEPMANHA;

2. [llpyey koopounamy pisnanna ninii obepmanisa 3aminumu
Ha naoc - MiHyc Keaopamuuil Kopinb i3 CyMu Keaopamis 080X
iHWUX NPOCMOPOBUX KOOPOUHAM.

Hanpuxnayg, wexali ofepraerbcs — eminc

HaBkouo oci Oz. Toxi piBHAHHsM nOBepXHi 0bepTanHs Gyne:

o
(i 1/x2+y2) 2 eyt 2
= +c——1: £

3
2 32 CZ

OcraHHe pIiBHAHHA HA3WBAIOTH DIBHSHHAM enincoiga
obepraHHs HaBKOJIO oci Oz.
Slkwo BkasaHuil eminc obepraerhes HaBkono oci Oy, To
piBHAHHS nOBepXHi 06epTanus Oyae:
T ( [ zf 2 2.2
y +2 Yo X +z

—+ sl s+ — - piBHSHHS
2 P2 &2 2

enincoina obeprauts HaBKoIo oci Oy.
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