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СТАТИСТИЧНІ ОЦІНКИ. 
СТАТИСТИЧНІ ГІПОТЕЗИ 





Тема 13. Статистичні оцінки параметрів 
генеральної сукупності 
1. Загальна інформація


Інформація, яку дістали на основі обробки вибірки про ознаку генеральної сукупності, завжди міститиме певні похибки, оскільки вибірка становить лише незначну частину від неї (n < N), тобто обсяг вибірки значно менший від обсягу генеральної сукупності.


Тому слід організувати вибірку так, щоб ця інформація була найбільш повною (вибірка має бути репрезентативною) і забезпечувала з найбільшим ступенем довіри про параметри генеральної сукупності або закон розподілу її ознаки.


Параметри генеральної сукупності 
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 є величинами сталими, але їх числове значення невідоме. Ці параметри оцінюються параметрами вибірки: 
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[image: image4.wmf],

,

Мe

B

*

r

 які дістають при обробці вибірки. Вони є величинами непередбачуваними, тобто випадковими. Схематично це можна показати так (рис. 115).
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Рис. 115

Тут через θ позначено оцінювальний параметр генеральної сукупності, а через 
[image: image6.wmf]*
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 — його статистичну оцінку, яку називають ще статистикою. При цьому θ = const, а 
[image: image7.wmf]*

θ

 — випадкова величина, що має певний закон розподілу ймовірностей. Зауважимо, що до реалізації вибірки кожну її варіанту розглядають як випадкову величину, що має закон розподілу ймовірностей ознаки гене​ральної сукупності з відповідними числовими характеристиками:
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2. Точкові статистичні оцінки параметрів 
генеральної сукупності


Статистична оцінка 
[image: image9.wmf],
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 яка визначається одним числом, точкою, називається точковою. Беручи до уваги, що 
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θ

 є випадковою величиною, точкова статистична оцінка може бути зміщеною і незміщеною: коли математичне сподівання цієї оцінки точно дорівнює оцінювальному параметру θ, а саме:
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то 
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 називається незміщеною; в противному разі, тобто коли
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точкова статистична оцінка 
[image: image14.wmf]*
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 називається зміщеною відносно параметра генеральної сукупності θ.

Різниця
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називається зміщенням статистичної оцінки 
[image: image16.wmf].
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Оцінювальний параметр може мати кілька точкових незміщених статистичних оцінок, що можна зобразити так (рис. 116):

Наприклад, нехай 
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 яка має дві незміщені точкові статистичні оцінки — 
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. Тоді щільності ймовірностей для 
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 матимуть такий вигляд (рис. 117):
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Рис. 117

Із графіків щільностей бачимо, що оцінка 
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 порівняно з оцінкою 
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 має ту перевагу, що в малому околі параметра θ, 
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 Звідси випливає, що оцінка 
[image: image26.wmf]*

1

θ

 частіше набуватиме значення в цьому околі, ніж оцінка 
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Але на «хвостах» розподілів маємо іншу картину: більші відхилення від θ будуть спостерігатися для статистичної оцінки 
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 частіше, ніж для 
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. Тому, порівнюючи дисперсії статистичних оцінок 
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 як міру розсіювання, бачимо, що 
[image: image32.wmf]*

2

θ

 має меншу дисперсію, ніж оцінка 
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Точкова статистична оцінка називається ефективною, коли при заданому обсязі вибірки вона має мінімальну дисперсію. Отже, оцінка 
[image: image34.wmf]*
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 буде незміщеною й ефективною.


Точкова статистична оцінка називається ґрунтовною, якщо у разі необмеженого збільшення обсягу вибірки 
[image: image35.wmf]*
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 наближається до оцінювального параметра θ, а саме:


[image: image36.wmf](

)

.

1

θ

θ

lim

*

=

<

-

¥

®

δ

P

n


(404)

3. Методи визначення точкових 
статистичних оцінок

Існують три методи визначення точкових статистичних оцінок для параметрів генеральної сукупності.


Метод аналогій. Цей метод базується на тому, що для параметрів генеральної сукупності вибирають такі самі параметри вибірки, тобто для оцінки 
[image: image37.wmf](
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EMBED Equation.3[image: image38.wmf]Г
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 вибирають аналогічні статистики — 
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EMBED Equation.3[image: image40.wmf].
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Метод найменших квадратів. Згідно з цим методом статистичні оцінки визначаються з умови мінімізації суми квадратів відхилень варіант вибірки від статистичної оцінки 
[image: image41.wmf].
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Отож, використовуючи метод найменших квадратів, можна, наприклад, визначити статистичну оцінку для 
[image: image42.wmf](
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 Використовуючи умову екстремуму, дістанемо:
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EMBED Equation.3[image: image46.wmf].
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Звідси для 
[image: image47.wmf]Г
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 точковою статистичною оцінкою буде 
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 — вибіркова середня.

Метод максимальної правдоподібності. 
Цей метод посідає цент​ральне місце в теорії статистичного оцінювання параметрів (. На нього свого часу звертав увагу К. Гаусс, а розробив його Р. Фішер. Цей метод розглянемо докладніше.


Нехай ознака генеральної сукупності Х визначається лише одним параметром θ і має щільність імовірностей f(x; θ). У разі реалізації вибірки з варіантами 
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 щільність імовірностей вибірки буде такою:
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При цьому варіанти розглядаються як незалежні випадкові величини, котрі мають один і той самий закон розподілу, що й ознака генеральної сукупності Х. 

Суть цього методу полягає в тому, що, фіксуючи значення варіант 
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, визначають таке значення параметра 
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 при якому функція (405) максимізується. Вона називається функцією максимальної правдоподібності і позначається так: 
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Наприклад, коли ознака генеральної сукупності Х має нормальний закон розподілу, то функція максимальної правдоподібності набере такого вигляду:
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При цьому за статистичні оцінки 
[image: image55.wmf],
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 вибирають ті їх значення, за яких задана вибірка буде найімовірнішою, тобто функція (406) досягає максимуму.


На практиці зручно від функції (406) перейти до її логарифма, а саме:
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Згідно з необхідною умовою екстремуму для цієї функції дістанемо:
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З першого рівняння системи (407) дістанемо:
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з другого рівняння системи (407) маємо:
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Отже, для 
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[image: image65.wmf].
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 Виправлена дисперсія, виправлене середнє квадратичне відхилення. Точковою незміщеною статистичною оцінкою для 
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Отже, 
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Перевіримо на незміщеність статистичну оцінку 
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1

1

1

1

Г

Г

Г

Г

Г

Г

D

n

n

D

n

D

n

D

n

D

n

nD

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

-

=


Таким чином, маємо:
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Отже,
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 є точковою зміщеною статистичною оцінкою для 
[image: image84.wmf]Г

D

, де 
[image: image85.wmf]n

n

1

-

 — коефіцієнт зміщення, який зменшується зі збільшенням обсягу вибірки n.

Коли 
[image: image86.wmf]B

D

 помножити на 
[image: image87.wmf]1

-

n

n

, то дістанемо 
[image: image88.wmf]1

-

n

n



EMBED Equation.3[image: image89.wmf].

B

D


Тоді


[image: image90.wmf](

)

.

1

1

1

1

Г

Г

B

B

D

D

n

n

n

n

D

M

n

n

D

n

n

M

=

-

×

-

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-



Отже, 
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Величину
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називають виправленим середнім квадратичним відхиленням.


Виправлене середнє квадратичне відхилення, слід наголосити, буде зміщеною точковою статистичною оцінкою для 
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де k = n – 1 є кількістю ступенів свободи;
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Приклад. 200 однотипних деталей були піддані шліфуванню. Результати вимірювання наведені як дискретний статистичний розподіл, поданий у табличній формі:
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Для визначення точкової незміщеної статистичної оцінки для 
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Тоді точкова незміщена статистична оцінка для 
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Приклад. Граничне навантаження на сталевий болт хі, що вимірювалось в лабораторних умовах, задано як інтервальний статистичний розподіл:
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Визначити точкові незміщені статистичні оцінки для 
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Отже, точкова незміщена статистична оцінка для 
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Звідси точкова незміщена статистична оцінка для 
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4. Закони розподілу ймовірностей 
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Отже, випадкова величина 
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Оскільки випадкові величини 
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Отже, випадкові величини 
[image: image184.wmf]i
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 мають закон розподілу 
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Побудуємо матрицю А, елементами якої є коефіцієнти при 
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 у лінійних залежностях для 
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Транспонувавши матрицю А, дістанемо:
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Якщо перемножити матриці А і 
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де І є одинична матриця.

Отже, випадкові величини 
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 визначені ортогональним перетворенням випадкових величин 
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З курсу алгебри відомо, що під час ортогональних перетворень вектора зберігається його довжина, тобто
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Тоді з формули для 
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Оскільки 
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далі обчислимо:
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Отже, маємо 
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Коли поділимо ліву і праву частини (413) на 
[image: image204.wmf],

2

s

 то дістанемо


[image: image205.wmf].

1

1

1

2

2

2

å

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

s

=

×

s

-

n

i

i

y

S

n



Оскільки 
[image: image206.wmf]i
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 має закон розподілу 
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 матиме закон розподілу N(0; 1), тобто нормований нормальний закон.

Тоді випадкова величина
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матиме розподіл 
[image: image210.wmf]2
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 із k = n – 1 ступенями свободи.

Звідси випливає, що випадкова величина 
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 матиме розподіл 
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 із k = n – 1 ступенями свободи.

Таким чином, доведено:

випадкова величина 
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випадкова величина 
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випадкова величина 
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5. Інтервальні статистичні оцінки 
для параметрів генеральної сукупності

Точкові статистичні оцінки 
[image: image216.wmf]*

θ

 є випадковими величинами, а тому наближена заміна θ на 
[image: image217.wmf]*

θ

 часто призводить до істотних похибок, особливо коли обсяг вибірки малий. У цьому разі застосовують інтервальні статистичні оцінки.


Статистична оцінка, що визначається двома числами, кінцями інтервалів, називається інтервальною.


Різниця між статистичною оцінкою 
[image: image218.wmf]*
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 та її оцінювальним параметром θ, взята за абсолютним значенням, називається точністю оцінки, а саме:
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де δ є точністю оцінки.


Оскільки 
[image: image220.wmf]*
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 є випадковою величиною, то і δ буде випадковою, тому нерівність (414) справджуватиметься з певною ймовірністю.

Імовірність, з якою береться нерівність (414), тобто
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називають надійністю.

Рівність (415) можна записати так:
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Інтервал 
[image: image223.wmf][
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, що покриває оцінюваний параметр θ ге​неральної сукупності з заданою надійністю (, називають довірчим.

6. Побудова довірчого інтервалу 
для 
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 при відомому значенні 
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із заданою надійністю  (

Нехай ознака Х генеральної сукупності має нормальний закон розподілу. Побудуємо довірчий інтервал для 
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, знаючи числове значення середнього квадратичного відхилення генеральної сукупності 
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 із заданою надійністю γ. Оскільки 
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 як точкова незміщена статистична оцінка для 
[image: image229.wmf](

)

х

М

X

=

Г

 має нормальний закон розподілу з числовими характеристиками 
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Випадкова величина 
[image: image233.wmf]a
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 має нормальний закон розподілу з числовими характеристиками


[image: image234.wmf](

)

(

)

;

0

B

B

=

-

=

-

=

-

a

a

a

x

M

a

x

M



[image: image235.wmf](
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 матиме нормований нормальний закон розподілу N(0; 1).

Звідси рівність (417) можна записати, назначивши 
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Згідно з формулою нормованого нормального закону
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для (418) вона набирає такого вигляду:
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 (419)

З рівності (419) знаходимо аргументи х, а саме:
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Аргумент х знаходимо за значенням функції Лапласа, яка дорівнює 0,5 γ за таблицею (додаток 2).

Отже, довірчий інтервал дорівнюватиме:
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що можна зобразити умовно на рис. 118.
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Рис. 118

Величина 
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 називається точністю оцінки, або похибкою вибірки.

Приклад. Вимірявши 40 випадково відібраних після виготовлення деталей, знайшли вибіркову середню, що дорівнює 15 см. Із надійністю 
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 побудувати довірчий інтервал для середньої величини всієї партії деталей, якщо генеральна дисперсія дорівнює 
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Розв’язання. Для побудови довірчого інтервалу необхідно знати: 
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З умови задачі маємо: 
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 Величина х обчислюється з рівняння
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[image: image256.wmf](
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Знайдемо числові значення кінців довірчого інтервалу:
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Таким чином, маємо:
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Отже, з надійністю 0,99 (99% гарантії) оцінюваний параметр 
[image: image260.wmf]Г

X

 перебуває усередині інтервалу [14,87; 15,13].

Приклад. Маємо такі дані про розміри основних фондів 
(у млн грн.) на 30-ти випадково вибраних підприємствах:

4,2; 2,4; 4,9; 6,7; 4,5; 2,7; 3,9; 2,1; 5,8; 4,0;

2,8; 7,8; 4,4; 6,6; 2,0; 6,2; 7,0; 8,1; 0,7,; 6,8;

9,4; 7,6; 6,3; 8,8; 6,5; 1,4; 4,6; 2,0; 7,2; 9,1.


Побудувати інтервальний статистичний розподіл із довжиною кроку h = 2 млн грн.


З надійністю 
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 знайти довірчий інтервал для 
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 = 5 млн грн.

Розв’язання. Інтервальний статистичний розподіл буде таким:

h = 2 млн грн.
2—4
4—6
6—8
8—10

ni
9
7
10
4

Для визначення 
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 необхідно побудувати дискретний статистичний розподіл, що має такий вигляд:
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Для побудови довірчого інтервалу із заданою надійністю 
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 необхідно знайти х:
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Обчислюємо кінці інтервалу:
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Отже, довірчий інтервал для 
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Приклад. Якого значення має набувати надійність оцінки γ, щоб за обсягу вибірки n = 100 похибка її не перевищувала 0,01 при 
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Розв’язання. Позначимо похибку вибірки
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Далі маємо:
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Як бачимо, надійність мала.

Приклад. Визначити обсяг вибірки n, за якого похибка 
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Розв’язання. За умовою задачі 
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7. Побудова довірчого інтервалу 
для 
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 при невідомому значенні 
[image: image285.wmf]Г

σ

 
із заданою надійністю (

Для малих вибірок, з якими стикаємося, досліджуючи різні ознаки в техніці чи сільському господарстві, для оцінювання 
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що має розподіл Стьюдента з 
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 ступенями свободи.

Тоді (421) набирає такого вигляду:
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оскільки 
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Обчисливши за даним статистичним розподілом 
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Тут 
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 обчислюємо за заданою надійністю γ і числом ступенів свободи 
[image: image296.wmf]1

-

=

n

k

 за таблицею (додаток 3).

Приклад. Випадково вибрана партія з двадцяти приладів була випробувана щодо терміну безвідказної роботи кожного з них tі. Результати випробувань наведено у вигляді дискретного статистичного розподілу:

ti
100
170
240
310
380

ni
2
5
10
2
1


З надійністю 
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Розв’язання. Для побудови довірчого інтервалу необхідно знайти середнє вибіркове і виправлене середнє квадратичне відхилення.
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Отже, дістали 
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Визначимо DB:
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Отже, DB = 4348,75.

Виправлене середнє квадратичне відхилення дорівнюватиме:
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За таблицею значень 
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Обчислимо кінці довірчого інтервалу:
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Отже, з надійністю 
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При великих обсягах вибірки, а саме: 
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 знаходиться за таблицею значень функції Лапласа.


Приклад. У таблиці наведено відхилення діаметрів валиків, оброблених на верстаті, від номінального розміру:
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Розв’язання. Для побудови довірчого інтервалу необхідно знайти 
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Для цього від інтервального статистичного розподілу, наведеного в умові задачі, необхідно перейти до дискретного, а саме:
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Отже, 
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Визначимо DB:

[image: image325.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

×

+

×

+

×

+

×

+

×

=

å

250

10

5

,

22

50

5

,

17

100

5

,

12

75

5

,

7

15

5

,

2

2

2

2

2

2

2

*

n

n

x

i

i
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Обчислимо виправлене середнє квадратичне відхилення S:
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З огляду на великий (n = 250) обсяг вибірки можна вважати, що розподіл Стьюдента близький до нормального закону. Тоді за таблицею значення функції Лапласа
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Обчислимо кінці інтервалів:
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Отож, довірчий інтервал для середнього значення відхилень буде таким:
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Звідси з надійністю 
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 (99%) можна стверджувати, що а 
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 [11,03 мк; 12,57 мк].

8. Побудова довірчих інтервалів
із заданою надійністю ( для 
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У разі, коли ознака Х має нормальний закон розподілу, для побудови довірчого інтервалу із заданою надійністю ( для 
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що має розподіл 
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Оскільки випадкові події


[image: image342.wmf](

)

2

2

2

2

1

c

<

c

<

c

A

 і 
[image: image343.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

c

<

c

<

c

2

1

2

2

2

1

1

1

B


є рівноймовірними, тобто їх імовірності рівні 
[image: image344.wmf](

)

(

)

(

)

,

B

P

A

P

=

 маємо:


[image: image345.wmf](

)

.

1

1

1

2

1

2

2

2

2

2

2

2

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

c

<

c

<

c

=

c

<

c

<

c

P

P


 (424)

Підставляючи в (424) 
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Отже, довірчий інтервал для 
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Тоді довірчий інтервал для 
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Значення 
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де 
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Приклад. Перевірена партія однотипних телевізорів хі на чутливість до відеопрограм ni, дані перевірки наведено як дискретний статистичний розподіл:
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З надійністю 
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Розв’язання. Для побудови довірчих інтервалів необхідно знайти значення 
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Обчислимо значення 
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Обчислимо DB:
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Виправлена дисперсія і виправлене середнє квадратичне відхилення дорівнюватимуть:
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За таблицею (додаток 4) знаходимо:
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Обчислимо кінці довірчого інтервалу для 
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Отже, довірчий інтервал для 
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Довірчий інтервал для 
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то рівність (429) можна записати так:
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Позначивши 
[image: image392.wmf],

q

S

=

d

 дістанемо


[image: image393.wmf](

)

(

)

(

)

g

=

+

<

s

<

-

q

S

q

S

P

1

1

Г

,

щоб знайти q, візьмемо випадкову величину


[image: image394.wmf],

1

Г

-

s

=

c

n

S


(430)

що має розподіл 
[image: image395.wmf]c

 (хі-розподіл).

Ураховуючи те, що події


[image: image396.wmf](

)

(

)

(

)

q

S

q

S

A

+

<

s

<

-

1

1

Г

 і 
[image: image397.wmf](

)

(

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

<

s

<

+

q

S

q

S

B

1

1

1

1

1

Г


при q < 1 є рівноймовірними, маємо:
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