Тема 16. ЕЛЕМЕНТИ КОРЕЛЯЦІЙНОГО 
ТА РЕГРЕСІЙНОГО АНАЛІЗУ

1. Загальна інформація

Кожній величині, яку дістають у результаті проведення експерименту, притаманний елемент випадковості, що виявляється більшою чи меншою мірою залежно від її природи.

При сумісній появі двох і більше величин у результаті проведення експерименту дослідник має підстави для встановлення певної залежності між ними, зв’язку.

Ідея зв’язку між змінними величинами має особливе, принципове значення в економетричних дослідженнях, де здійснюється перевірка на адекватність створених математичних моделей реальним економічним процесам, в яких співвідношення між змінними пов’язані функціональною залежністю.

Строгої функціональної залежності між змінними, у буквальному розумінні цього слова, у реальному світі не існує, бо вони перебувають під впливом випадкових факторів, наслідки якого передбачити практично неможливо. Тому між змінними існує особлива форма зв’язку, яку називають стохастичною (про що йшлося в попередніх темах) і яка в математичній статистиці трансформується, не змінюючи своєї сутності, у статистичну залежність.

Наприклад, при дослідженні двох змінних X та Y зміна значень X = xi призводить до такої зміни значень Y, яку можна розбити на два компоненти: систематичну, що пов’язана із залежністю, котра існує між X та Y, і випадкову, яка зазнає впливу випадкових факторів.

Показником, що вимірює стохастичний зв’язок між змінними, є коефіцієнт кореляції, який свідчить з певною мірою ймовірності, наскільки зв’язок між змінними близький до строгої лінійної залежності. 

Значно збільшується цінність коефіцієнта кореляції для випадкових змінних, що мають закон розподілу ймовірностей, близький до нормального. Для таких величин відсутність кореляції одночасно означає і відсутність будь-якої залежності між ними.

Крім цього, як і в дисперсійному аналізі, кореляційний аналіз оцінює, наскільки значні невипадкові змінні у випадкових величинах у процесі проведення експерименту.

За наявності кореляційного зв’язку між змінними необхідно виявити його форму функціональної залежності (лінійна чи нелінійна), а саме:
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Наведені можливі залежності між змінними X і Y (482), (483), (484) називають функціями регресії. Форму зв’язку між змінними X і Y можна встановити, застосовуючи кореляційні поля, які зображені на рисунках 147—149.
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Рис. 147
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Рис. 148
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Рис. 149

Тут кожній точці з координатами xi, yi відповідає певне числове значення ознак X та Y.

На рис. 147 більшість точок утворюють множину, що має тенденцію при збільшенні значень X зумовлювати збільшення значень ознаки Y.

На рис. 148 множина точок має тенденцію при збільшенні значень Х зумовлювати зменшення Y.

На рис. 149 точки рівномірно розміщені на координатній площині х0y, що свідчить про відсутність кореляційної залежності між ознаками Х і Y.

Отже, на основі розміщення точок кореляційного поля дослідник має підстави для гіпотетичного припущення про лінійні чи нелінійні залежності між ознаками Х і Y.

Для двовимірного статистичного розподілу вибірки ознак (Х, Y) поняття статистичної залежності між ознаками Х та Y має таке визначення: 

статистичною залежністю Х від Y називають таку, за якої при зміні значень ознаки Y = yi змінюється умовний статистичний розподіл ознаки Х, статистичною залежністю ознаки Y від Х називають таку, за якої зі зміною значень ознаки X = xi змінюється умовний статистичний розподіл ознаки Y.

У разі зміни умовних статистичних розподілів змінюватимуться і умовні числові характеристики.

Звідси випливає визначення кореляційної залежності між ознаками X і Y. Кореляційною залежністю ознаки X від Y називається функціональна залежність умовного середнього 
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 від аргументу х, що можна записати так:


[image: image8.wmf](

)

x

y

x

a

=

.

Аналогічно кореляційною залежністю ознаки X від Y називається функціональна залежність умовного середнього 
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 від аргументу y, що можна записати, так:
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Між ознаками Х та Y може існувати статистична залежність і за відсутності кореляційної. Але коли існує кореляційна залежність між ознаками Х та Y, то обов’язково між ними існуватиме і статистична залежність.

2. Рівняння лінійної парної регресії
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Нехай між змінними Х та Y теоретично існує певна лінійна залежність. Це твердження може ґрунтуватися на тій підставі, наприк​лад, що кореляційне поле для пар 
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 має такий вигляд (рис. 150).
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Як бачимо, насправді між оз​наками Х і Y спостерігається не такий тісний зв’язок, як це передбачає функціональна залежність.

Окремі спостережувані значення y, як правило, відхилятимуться від передбаченої лінійної залежності під впливом випадкових збудників, які здебільшого є невідомими. Відхилення від передбаченої лінійної форми зв’язку можуть статися внаслідок неправиль​ної специфікації рівняння, тобто ще з самого початку неправильно вибране рівняння, що описує залежність між X і Y.

Будемо вважати, що специфікація рівняння вибрана правильно. Ураховуючи вплив на значення Y збурювальних випадкових факторів, лінійне рівняння зв’язку X і Y можна подати в такому вигляді:
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де 
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є невідомі параметри регресії, 
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 є випадковою змінною, що характеризує відхилення y від гіпотетичної теоретичної регресії.

Отже, в рівнянні (485) значення «y» подається у вигляді суми двох частин: систематичної 
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[image: image17.wmf]i

e

. Параметри [image: image18.wmf]0

b

, [image: image19.wmf]1

b

 є невідомими величинами, а [image: image20.wmf]i

e

 є випадковою величиною, що має нормальний закон розподілу з числовими характеристиками: [image: image21.wmf]0
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 є некорельованими 
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У результаті статистичних спостережень дослідник дістає характеристики для незалежної змінної х і відповідні значення залежної змінної у.

Отже, необхідно визначити параметри 
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. Але істинні значення цих параметрів дістати неможливо, оскільки ми користуємося інформацією, здобутою від вибірки обмеженого обсягу. Тому знайдені значення параметрів будуть лише статистичними оцінками істинних (невідомих нам) параметрів 
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, які дістали способом обробки вибірки, моделі 
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відповідатиме статистична оцінка
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2.1. Визначення параметрів 
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. Якщо ми прийняли гіпотезу про лінійну форму зв’язку між ознаками Х і Y, то однозначно вибрати параметри 
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, які є точковими статистичними оцінками відповідно для параметрів 
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, практично неможливо. І справді, через кореляційне поле (рис. 150) можна провести безліч прямих. Тому необхідно вибрати такий критерій, за яким можна здійснити вибір параметрів 
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На практиці найчастіше параметри 
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 визначаються за методом найменших квадратів, розробка якого належить К. Гауссу і П. Лапласу. Цей метод почали широко застосовувати в економіко-статистичних обчисленнях, відколи була створена теорія регресії.

Відповідно до цього методу рівняння лінійної парної регресії 
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 необхідно вибрати так, щоб сума квадратів відхилень спостережуваних значень від лінії регресії була б мінімальною.

Для цього розглянемо графік (рис. 151):

Через кореляційне поле проведена лінія регресії 
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Тут: yi — спостережуване значення ознаки Y, яке дістали внаслідок реалізації вибірки; 
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 — значення ознаки Y, обчислене за умови, що X = xi.

Як бачимо, величина 
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 є функцією від параметрів 
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. Функція від цих параметрів і буде узагальнюючим показником розсіювання точок навколо прямої, а саме:
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Звідси є сенс узяти критерій, згідно з яким параметри 
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 необхідно добирати так, щоб сума квадратів відхилень 
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Позначивши 
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, розглянемо необхідну умову існування мінімуму функції 
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Дістанемо лінійне рівняння відносно параметрів 
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Розв’язавши систему (492) відносно параметрів 
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Помноживши ліву і праву частини (494) на 
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де rxy —парний коефіцієнт кореляції між ознаками X і Y. Тоді 
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З урахуванням (495), (496) рівняння лінійної парної регресії набере такого вигляду:
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або
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де 
[image: image73.wmf]x

y

xy

yx

r

s

s

=

r

 і називають коефіцієнтом регресії.
Приклад. Залежність розчинності уі тіосульфату від температури хі наведено парним статистичним розподілом вибірки:

Y = yi
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Потрібно: 

1) побудувати кореляційне поле залежності ознаки Y від X;

2) визначити точкові незміщені статистичні оцінки 
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3) побудувати графік лінії регресії. 

Розв’язання. 1) кореляційне поле залежності ознаки Y від X має такий вигляд (рис. 152).
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Рис. 152

З рис. 152 бачимо, що зі збільшенням значень ознаки 
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Тому припускаємо, що між ознаками Х та Y існує лінійна функціональна залежність
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2) для визначення параметрів 
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Оскільки  n = 9, 
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Отже, рівняння регресії буде таким:
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Для обчислення 
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 необхідно знайти 
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Як бачимо, коефіцієнт кореляції близький за своїм значенням до одиниці, що свідчить про те, що залежність між Х та Y є практично лінійною.

Графік парної лінійної функції регресії подано на рис. 153.
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Рис. 153

Якщо параметри 
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 рівняння (486) — сталі величини, то 
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2.2. Властивості 
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Оскільки 
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Отже, дістали:
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(499)
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Остаточно маємо:
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Рис. 150
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Рис. 151
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