додатки до теорії ймовірностей 
і математичної статистики

Додаток 1*
Випадкові процеси. 
Марковські випадкові процеси та елементи 
теорії масового обслуговування (ТМО)

1. Загальна інформація

Теорія випадкових процесів є математичною наукою, що вивчає закономірності випадкових подій у їх динаміці. Ця теорія (за іншою термінологією — теорія випадкових функцій) вивчає процеси, розвиток яких наперед точно неможливо передбачити. Така невизначеність (непередбачуваність) зумовлена дією випадкових факторів на розвиток процесу.

Математичною моделлю випадкового процесу є певна функція X = X(t) від дійсного аргументу t ( T (часу), значення якої при кожному фіксованому T = ti є випадковою величиною. Саме поняття випадкового процесу (випадкової функції) є узагальнюючим поняттям випадкової величини.

Отже, випадковим процесом X = X(t) називають такий процес, коли при будь-якому можливому значенні T = ti випадкова функція X = X(ti) утворює випадкову величину.

При t = ti ми дістанемо випадкову величину X(t) = (x1(ti),
x2(ti), ..., xk(ti), ...), яку називають перерізом випадкового процесу. Чим більше перерізів буде розглянуто, тим детальніше уявлення ми будемо мати про випадковий процес.

Випадкові процеси можна класифікувати за тими чи іншими ознаками.

Елементарною класифікацією випадкових процесів є класифікація за ознаками часу та стану. Випадковий процес називають процесом із дискретною змінною часу. Якщо система, в якій він здійснюється, може змінювати свій стан тільки в моменти часу
t1, t2, ..., tk, ..., кількість яких є обмеженою, або зліченною.

Прикладом процесів із дискретним часом є: 1. Робота технічного пристрою, який контролюється в моменти часу t1, t2, …; 2. Процес роботи ЕОМ, що може змінювати свій стан у моменти часу t1, t2, ...

Розглядаючи одновимірний випадковий процес X(t) у дискретні моменти часу t1, t2, ..., дістаємо послідовність випадкових величин X(t1), X(t2),...

Якщо експеримент здійснився, то випадковий процес позбавляється елемента випадковості і функція X = X(t) набуває певного вигляду, тобто X = X(t) стає невипадковою функцією від аргументу t. У цьому разі X = X(t) називають реалізацією випадкового процесу.

Отже, реалізацією випадкового процесу X(t) називається невипадковa функція x =x(t), в яку реалізується випадковий процес X = X(t).

Доходимо висновку, що випадковий процес є множиною реалізацій xi (t), а саме:

X(t) = (x1(t), x2(t), ..., xk(t), ...).

Множина реалізацій випадкового процесу є базою експерименту, на основі якого можна дістати його характеристики. Загалом реалізацію випадкового процесу зображено на рис. 159.
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Рис. 159

Випадковий процес Х(t) називають процесом із неперepвним часом, якщо перехід системи з одного стану в інший може бути здійснений у будь-який можливий момент часу t за певний спостережуваний період. У цьому разі множина можливих станів системи є незліченною.

Прикладами таких систем є:

1) X(t) — число відказів технічного пристрою від початку роботи до моменту часу t;

2) число викликів, що надійшли в лікарню швидкої допомоги до моменту часу t, та ін.

Одновиміpний випадковий процес Х(t) називають процесом із неперервним станом, якщо його переріз у будь-який можливий момент часу t утворює неперервну випадкову величину, а саме: множина її значень є незліченною.

Аналогічно многомірний випадковий процес називають процесом із неперервним станом, якщо в будь-який можливий момент часу t множина його можливих станів, через який проходить цей процес, є незліченною.

Прикладами випадкових процесів із неперервним станом є:

1) напруга U(t) електроживлення обчислювального центру;

2) тиск газу P(t) в певному резервуарі тощо.

Випадковий процес називають процесом із дискретним станом, якщо в будь-який можливий момент часу t множина його станів є скінченною, або зліченною, що, по суті, однe і те саме. Його переріз у будь-який можливий момент часу t утворює дискретну випадкову величину (у багатовимірному випадку — множину випадкових величин).

Прикладами таких процесів є:

1) кількість об’єктів певної технічної системи, які можуть відмовити в роботі в певний фіксований момент часу t; 

2) кількість пасажирів, які проходять через станцію метро в певний момент часу t, тощо.

2. Закони розподілу та основні числові
характеристики випадкових процесів

Оскільки за будь-якого можливого значення аргументу t переріз випадкового процесу X(t) утворює випадкову величину, то вона має закон розподілу ймовірностей, який можна подати функцією розподілу ймовірностей, а саме:
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Функція розподілу ймовірностей F(t; x), як бачимо, залежить від двох аргументів — t i x.

Ця функція називається одновимірним законом розподілу випадкового процесу Х(t).
Якщо зафіксувати два значення аргументу t1 і t2, то в цьому разі два перерізи утворюють систему двох випадкових величин (X(t1), X(t2)). Функція розподілу системи буде
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Отже, функція розподілу ймовірностей для двох перерізів уже залежатиме від чотирьох аргументів: t1, t2, x1, x2.

Теоретично можна необмежено збільшувати число перерізів і при цьому одержувати все повнішу характеристику для випадкового процесу Х(t). Але використовувати на практиці ці характеристики, які залежать від багатьох аргументів, дуже незручно.

Тому практично більше ніж два перерізи використовують рідко.

Для неперервного випадкового процесу Х(t) за фіксованого значення t1 закон розподілу ймовірностей для неперервної випадкової величини Х(t1), що утворює переріз, можна подати щільністю ймовірностей f(t1, x), а для двох перерізів закон розподілу системи можна подати щільністю ймовірностей f(t1, t2; x1, x2), яку в цьому разі називають двовимірною.

На практиці, як правило, застосовуються числові характеристики випадкових процесів, що є аналогічними числовим характеристикам випадкових величин, а саме: математичне сподівання, дисперсія, середнє квадратичне відхилення, кореляційний момент та коефіцієнт кореляції.

На відміну від числових характеристик випадкових величин, які є сталими величинами, характеристики випадкових процесів будуть невипадковими функціями її аргументів.

Математичним сподіванням випадкового процесу Х(t) називається невипадкова функція Mx(t), яка за будь-якого можливого значення аргументу t дорівнює математичному сподіванню, відповідному перерізу випадкового процесу.

Якщо переріз випадкового процесу при фіксованому значеннi t утворює дискретну випадкову величину з рядом розподілу X(t):

x1(t)
x2(t)
x3(t)
..........
xk(t)
..........

p1(t)
p2(t)
p3(t)
..........
pk(t)
..........

то
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Тут x1(t), x2(t), x3(t),..., xk(t) є значеннями, яких набуває випадкова величина X(t) в перерізі при заданому t, а p1(t), p2(t), p3(t), ..., pk(t) — відповідні їм імовірності.

Якщо переріз випадкового процесу X(t) утворює неперервну випадкову величину зі щільністю f(t; x), то
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Формули для обчислення інших числових характеристик для дискретного і неперервного перерізів матимуть вигляд:
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Якщо розглянути два випадкові процеси X1(t), X2(t), реалізації яких зображено на рис. 160, 161,
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Рис. 160 
Рис. 161
то математичні сподівання і дисперсії їх майже однакові. Але якщо випадковий процес Х1(t) має плавний характер змін своїх реалізацій, то Х2(t) має різко виражену коливальну структуру таких реалізацій. Отже, для випадкового процесу Х1(t) спостерігається більша пeредбачуваність реалізацій, ніж для випадкового процесу Х2(t).

Так, для випадкового процесу Х1(t), якщо в будь-який момент часу t певна реалізація x1(t) буде більшою ніж 
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, то з великою ймовірністю можна очікувати, що в наступні моменти часу реалізація x1(t) > 
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, що не можна стверджувати для випадкового процесу Х2(t).

Отже, для випадкового процесу Х1(t) спостерігається тісна ймовірна залежність між двома перерізами в моменти часу t1 і t2, ніж для випадкового процесу Х2(t).

Оскільки мірa лінійної залежності між двома випадковими величинами визначається кореляційним моментом та коефіцієнтом кореляції, то аналогічно і для випадкових процесів застосовують ці самі характеристики.

Кореляційні моменти для дискретних та неперервних перерізів певного випадкового процесу X(t) обчислюються за формулами:
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Отже, 
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 є невипадковою функцією двох аргументів t1 i t2.
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 зменшується зі збільшенням різниці t2 – t1 для випадкового процесу X1(t) повільніше, ніж для випадкового процесу X2(t).
При цьому:
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Тісноту лінійної залежності двох перерізів випадкового процесу X(t) вимірюють нормованою кореляційною функцією, яка дорівнює
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При цьому:
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Приклад 1. Випадкова функція має такий вигляд:
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де Х — випадкова величина, що має закон розподілу 
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Визначити: 
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Розв’язання. Випадкова величина Х має загальний нормальний закон розподілу зі значеннями параметрів 
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Оскільки 
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Отже, 
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3. Марковські випадкові процеси. 
Ланцюги Маркова

Серед випадкових процесів, що широко застосовуються для створення стохастичних (імовірних) моделей, котрі описують процеси функціонування певних систем технічного, економічного, екологічного та соціального профілю, центральне місце належить марковським.

Випадковий процес X(t) називають марковським, якщо за будь-якого можливого значення часу t = t1 значення випадкової величини x(t1) не залежить від того, яких значень ця величина набувала для t < t1, тобто, процес у момент часу t = t1 не залежить від його поведінки в більш ранні моменти часу t < t1.

Марковський процес X(t) називають однорідним, якщо закономірності його поведінки на будь-якому проміжку часу (T не залежать від розміщення цього інтервалу на часовій осі.

Нехай X(t) — однорідний марковський процес із обмеженим, або зліченним, числом можливих станів і = 0, 1, 2, 3, ..., n, ...
Якщо аргумент t набуває лише значення 0, 1, 2, 3, ..., то в 
цьому разі матимемо послідовність переходів 
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Такий процес послідовностей переходів називають ланцюгом Маркова.

При розробленні теорії ланцюгів Маркова часто дотримуються іншої термінології, а саме: розглядається певна фізична система S, яка в кожний момент часу може перебувати в одному з несумісних станів A1, A2, A3, ..., Ak, ... і змінювати свій стан лише в моменти часу t1, t2, t3, ..., tk, ...

Процес переходу систем S утворює ланцюг Маркова, якщо ймовірність перейти в стан Aj в момент часу t (tk < t < tk+1) залежить лише від того, в якому стані система перебувала в момент часу t( (tk–1 < t( < tk), і не залежить від стану системи в більш ранішні моменти часу.

Імовірності переходу зі стану Ai в стан Aj в момент часу t позначають через pij(t).

Повна ймовірна картина всіх можливих переходів систем із одного стану в інший за умови, що число всіх станів дорівнює N, безпосередньо описується матрицею ймовірностей переходу
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Якщо pij(t) не залежить від часу, то ланцюг Маркова називають однорідним і тоді pij(t) = pij = const. А тому для однорідних ланцюгів Маркова матриця ймовірностей переходу набуває такого вигляду
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Для кожного рядка матриць (584), (585) виконується рівність
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Рис. 162

Це свідчить про те, що, перебуваючи в будь-якому можливому стані Ai у фіксований момент часу t, cистема обов’язково перейде з певною ймовірністю в будь-який інший можливий стан Aj або залишиться в цьому самому стані. А ці події є несумісними й утворюють повну групу.

Матрицю ( (585) називають ще матрицею ймовірностей однокрокового переходу системи. Якщо позначимо множину всіх можливих станів системи через ( = ((1, (2, (3,..., (i,..., (j,..., (N), то ймовірність переходу системи зі стану (i у стан (j за два кроки можна схематично показати на рисунку 162.

Отже, ймовірність того, що система зможе перейти за два кроки зі стану (i до стану (j, дорівнюватиме:
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Вираз (587) є елементом матриці (2, який дістанемо при множині i-го рядка матриці ( на її j-й стовпчик.

Імовірність переходу системи зі стану (i у стан (j за n кроків обчислюється за формулою:
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де 
[image: image53.wmf])

(

n

ij
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 — елемент матриці (n.

Матрицю (n називають n-кроковою матрицею переходу з одного стану в інший.

Імовірну картину переходу системи з одного стану в інший наочно можна зобразити з допомогою так званих орієнтованих імовірнісних графів, де кожний стан системи показано точкою (вершина графа), а можливі переходи з цього стану — ймовірнісними ребрами. Число станів на графі дорівнює числу вершин.

Приклад 2. За заданою матрицею ймовірностей переходу деякої системи
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побудувати орієнтований імовірний граф.
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Розв’язання. За умовою задачі система має три стани (1, (2, (3, отже, граф матиме три вершини. Ймовірності переходу системи з одного стану в інший наведені в кожному рядку матриці (.

Імовірний граф матиме такий вигляд (рис. 163).

Використання ймовірних графів можливе лише у тому разі, коли кількість станів систем є невеликою.

Уже за числа вершин (станів) 10 і більше рисунок набуває складної структури.

4. Класифікація ланцюгів Маркова

Якщо серед можливих станів систем, що описує ланцюг Маркова, є хоча б один, в якому система залишиться, коли перейде в нього на певному кроці функціонування, то такий ланцюг називають поглинальним ланцюгом Маркова.

Матриця однокрокового переходу для поглинаючої системи з трьох станів, наприклад, може мати такий вигляд:
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Імовірний граф цієї матриці зображено на рис. 164.
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Рис. 164
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Рис. 165

Тут (3 є поглинаючим станом цієї системи.

Якщо в кожний можливий стан система може перейти через певний інтервал часу, то такий ланцюг Маркова, що моделює цей процес, називають циклічним.

Матриця циклічного ланцюга Маркова може мати для випадку трьох можливих станів системи такий вигляд:
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Граф цієї матриці буде таким (рис. 165).

Ланцюг Маркова називається регулярним, якщо існує таке ціле число k (k > 0), що перехід системи з будь-якого можливого стану в інший може здійснитися за k кроків.

Так, наприклад, для чотирьох можливих станів системи матриця однокрокового переходу може мати такий вигляд:
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Графом для цієї матриці буде рис. 166.
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Рис. 157

Циклічні та регулярні матриці називають ергодичними.

Найширшого використання для розв’язування прикладних задач набули регулярні ланцюги Маркова.

5. Регулярні ланцюги Маркова.
Стаціонарні ймовірності. 
Матриця вартостей

Для регулярних ланцюгів Маркова було доведено, що незалежно від початкового стану, в якому перебувала система, ймовірність перебування її в певному можливому стані прямує до деякої сталої величини при збільшенні кількості кроків k.

Тобто, при k ( ( 
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Імовірності bj (j = 1, 2, ..., N) називають стаціонарними.

Отже,
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Тут 
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, В — матриця стаціонарних імовірностей.

Таким чином, можна зробити висновок: якщо відомі (, В і при цьому 
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 — вектор початкових можливих станів системи, то виконуються рівності:
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Можна довести, що коли ( є регулярною матрицею і 
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І справді, оскільки 
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Отже, маємо

В = ( В.
(590)

Таким чином, для будь-якого рядка рівняння (590) виконуватиметься рівність
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Отже, для визначення стаціонарних імовірностей регулярного ланцюга Маркова необхідно розв’язати систему рівнянь
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Приклад. Знайти стаціонарні ймовірності для регулярної матриці
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Розв’язання. Використовуючи систему (650), дістаємо:
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 EMBED Equation.2  [image: image79.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

=

-

+

=

+

-

=

+

+

-

.

1

,

0

5

,

0

4

,

0

1

,

0

,

0

3

,

0

5

,

0

2

,

0

,

0

6

,

0

1

,

0

7

,

0

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b


Розв’язуючи одержану систему, маємо:


[image: image80.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

3

1

3

1

3

1

b

r

, тобто 
[image: image81.wmf]3

1

1

=

b

, 
[image: image82.wmf]3

1

2

=

b

, 
[image: image83.wmf]3

1

3

=

b

.

При переході системи з одного стану в інший за один крок її функціонування, а також у разі, коли система залишиться в тому самому стані, в якому вона перебувала, вводиться так званий коефіцієнт вартості rij, що інформує про витрати, які пов’язані при переході системи зі стану (i у стан (j за один крок.

Щоб визначити загальні витрати, які можна очікувати за n кроків роботи системи, використовується матриця вартостей
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Елементи матриці R можуть набувати додатних, нульових та від’ємних числових значень. Якщо умовно позначимо через vi(n) сумарні витрати після n кроків переходів системи, починаючи із (i стану, тоді 
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 буде вектором сумарних витрат за n кроків для кожного з (i станів (i = 1, 2, ..., N) системи.

Якщо система досягла (j стану, то очікувану винагороду після всіх переходів можна подати як 
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 — винагорода, яку дістанемо при переході системи із (i стану в (j стан за один крок, а 
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Ураховуючи те, що ймовірність переходу системи зі стану (i до стану (j за один крок дорівнює pij, то сумарна очікувана вартість (винагорода) за n переходів системи, починаючи зі стану (i, буде
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де 
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Оскільки рівняння (594), (595) виконується для всіх 
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тут 
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Компоненти вектора 
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де Е — одинична матриця, 
[image: image99.wmf])

0

(

v

r

 — вектор винагороди за n = 0 кроків.

Приклад. Фермер придбав новий трактор, який може перебувати в одному з трьох несумісних станів: (1 — трактор працює добре, тобто не потребує жодних втручань, пов’язаних із витратами; (2 — трактор може бути використаний у роботі, але потребує дрібного ремонту, який, у свою чергу, вимагає певних витрат; (3 — трактор перебуває в нероботоздатному стані, що відбивається на прибутках фермера.

Матриця ймовірностей переходу трактора з одного стану в інший за один крок (за 1 місяць) має такий вигляд:
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За заданою матрицею вартостей
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Оцінити ефективність роботи трактора за три робочих місяці. Елементи матриці вартостей rij вимірюються в гривнях.

При цьому 
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Розв’язання. З рівняння (597) для n = 3 дістанемо


[image: image103.wmf])

0

(

)

(

)

3

(

3

2

v

g

E

v

r

r

r

p

+

p

+

p

+

=

.
(598)

Визначимо координати вектора 
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Таким чином, маємо:
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Рівняння (598) перепишемо в такому вигляді
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Таким чином, маємо:
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Отже, коли трактор за три місяці перейде до стану (1 (справний), то прибуток фермера дорівнюватиме 507 грн. 81 коп.; для стану (2 цей прибуток становитиме 268 грн. 60 коп. і для стану (3 — лише 47 грн. 90 коп.

6. Процес народження і загибелі

Один із важливих напрямів застосування ланцюгів Маркова — моделювання процесу народження і загибелі організмів. Цей процес може бути з дискретними або з неперервними змінами часу t. Його визначальною умовою є тe, що переходи можливі лише в сусідні стани. Сутність марковського процесу в цьому разі полягає в тому, що він моделює зміни, котрі відбуваються в часі в певному об’ємі популяції, а саме — зміну числа одиниць певного виду організмів.

Такі процеси є надзвичайно зручними для математичного моделювання, що використовується для розв’язання задач теорії масового обслуговування (теорії черг).

Для процесу народження і загибелі допустимі лише переходи зі стану (k в стани (k–1 або (k+1.

Якщо об’єм популяції дорівнює k одиниць, то процес популяції перебуває в стані (k.

Перехід зі стану (k у стан (k+1 відповідає народженню одиниці виду організму, а перехід із (k в (k–1 — загибелі одиниці організму. Події народження певного організму та його загибелі є незалежними і несумісними.

Розглянемо зміну популяції за певний проміжок часу (t, t + (t).

У моменті часу t + (t процес популяції перебуватиме у стані (k, якщо здійсниться одна з таких несумісних подій:

1) у момент часу t об’єм популяції дорівнював k + 1 одиниць і протягом часу (t, t + (t) загинула одиниця. Ця подія відбувається з імовірністю
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2) у момент часу t об’єм популяції дорівнював k – 1 одиниць, і протягом часу (t, t + (t) народилась одиниця популяції. Ця подія відбудеться з імовірністю
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3) у момент часу t об’єм популяції дорівнював k одиниць, і протягом часу (t, t + (t) не відбулася зміна стану, тобто жодна одиниця популяції не народилася і не загинула.

Імовірність такої події дорівнює
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Тут 
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 — інтенсивність відповідно народження і загибелі одиниць популяції за певний проміжок часу, 
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 — величини нескінченно малі більш високого порядку порівняно із (t, а саме:
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Вищенаведені переходи можна зобразити графом (рис. 167).
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Рис. 167

Процес зміни об’єму популяції в k одиниць можна подати системою рівнянь:
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 EMBED Equation.2  [image: image124.wmf]))

(

)(

(

1

t

t

t

p

k

k

k

D

a

+

D

m

+

;
(602)


[image: image125.wmf]+

D

g

+

D

m

-

D

l

-

=

D

+

))

(

1

)(

(

)

(

0

0

0

0

0

t

t

t

t

p

t

t

p



 EMBED Equation.2  [image: image126.wmf]))
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При цьому в будь-який момент часу t імовірності можливих станів об’єму популяції задовольняють умову нормування
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Систему рівнянь (660) зводимо до такого вигляду:


[image: image128.wmf]ï

î

ï

í

ì

D

Q

+

×

D

m

+

×

D

l

-

=

-

D

+

D

Q

+

×

D

l

+

+

×

D

m

+

×

D

m

+

l

-

=

-

D

+

-

+

,

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

),

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

0

1

1

0

0

0

0

1

1

t

t

p

t

t

p

t

t

p

t

t

p

t

t

p

t

t

p

t

t

p

t

t

p

t

t

p

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k


(604)

де 
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Розділивши ліву і праву частини рівнянь системи (604) на (t, дістанемо:
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Переходимо в системі (605) до межі, при 
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 дістанемо:
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 (606)

Із (606) дістанемо систему лінійних диференційних рівнянь
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(607)

Система (607) описує динаміку ймовірнісного процесу розмноження і загибелі популяції.

За умови 
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 система (607) набуває такого вигляду:
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(608)

Математична модель (608) застосовується в елементарній теорії масового обслуговування.

7. Елементи теорії масового 
обслуговування (ТМО)

7.1. Загальна інформація

Як у сфері виробництва, так і в побуті часто трапляються такі неприємні явища, як черга, що являє собою скупчення (яке буває численним) об’єктів (вимог), які чекають свого обслуговування.

Під обслуговуванням об’єкта (вимоги) розуміють виконання стосовно нього (неї) певного комплексу операцій.

Черга може мати місце у повсякденному житті: у магазинах до кас чи до продавця, у поліклініці до лікаря. У виробничій практиці вона виникає під час виробничих процесів, коли накопичуються деталі, вузли, агрегати, які потребують обслуговування робітником, верстатом-автоматом.

У більш складних системах обслуговування черги виникають під час навантажування чи розвантажування вагонів, річних та морських суден у портах, обслуговування літаків в аеропортах тощо.

Причини, які призводять до черг як у сфері виробництва, так і в сфері обслуговування, мають випадковий характер і виникають тоді, коли:

1) пропускна здатність «приладу» обслуговування (робітник, касир, верстат-автомат) не задовольняє число вимог, що надходять;

2) об’єкти (вимоги) надходять нерегулярно, тобто у випадкові моменти часу, утворюючи при цьому пуассонівський потік;

3) час обслуговування об’єкта (вимоги) не є сталою величиною, а випадковою, і припускається, що вона має експоненціальний закон розподілу ймовірностей.

7.2. Математична модель 
системи масового обслуговування

Математичною моделлю для найпростішої системи масового обслуговування з одним пуассонівським потоком і одним каналом обслуговування (одноканальний прилад), час якого має експоненціальний закон розподілу ймовірностей, є система диференційних рівнянь (608).

У стаціонарному режимі (при 
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У цьому разі система (608) переходить в однорідну нескінченну систему алгебраїчних рівнянь відносно pk і має вигляд:
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(609)

Якщо ввести величину 
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, то система (609) набере вигляду:
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(610)

При цьому 
[image: image147.wmf]1
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7.3. Метод розв’язування 
та числові характеристики

Для розв’язування системи (610) використовують метод імовірних твірних функцій, а саме:
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Якщо помножити ліву і праву частини другого рівняння системи (610) на xk, то дістанемо:
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(612)

Підсумовуючи ліву та праву частини системи (612), дістанемо функціональне рівняння щодо А(х) такого вигляду:
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Таким чином, маємо:
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При цьому 
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Оскільки A(1) + p0 = 1, то дістанемо:
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( називають коефіцієнтом навантаження системи.

Отже, ймовірність того, що в системі будуть відсутні вимоги на обслуговування (система не працює через відсутність вимог) p0 залежить від коефіцієнта навантаження системи. Зі збільшенням ( зменшується p0; при ( = 1 p0 = 0.

Ураховуючи (613), дістанемо:
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Отже, ймовірність того, що система зайнята обслуговуванням вимог A(1), залежатиме від коефіцієнта навантаження
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Зі збільшенням ( збільшується A(1). 

Для визначення математичного сподівання числа вимог у системі застосовуємо властивості A(x), а саме:
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Отже, маємо:
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Cереднє число вимог у черзі обчислюється за формулою
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Середнє значення часу очікування вимоги в черзі до початку свого обслуговування приладом обчислюється так:
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Із формул (617) і (618) випливає, що для стабільності роботи системи необхідне дотримання умови ( < 1.

Приклад. Комп’ютер контролює певний технологічний процес шляхом обробки інформації, яка надходить від конвеєра, що працює в автоматичному режимі. Інформація, що надходить на комп’ютер, утворює пуассонівський потік з інтенсивністю ( = 0,1 с–1. Час обробки інформації є випадковою величиною, що має експоненціальний закон розподілу ймовірностей зі значенням параметра ( = 0,4 с–1. У процесі роботи комп’ютер може вийти з ладу. Це трапляється у випадкові моменти часу й утворює пуасонівський потік з інтенсивністю (0 = 0,08 с–1. Відновлення роботи комп’ютера здійснюється програмним методом, і час, витрачений на відновлення, є випадковою величиною з експоненціальним законом розподілу ймовірностей зі значенням параметра (0 = 0,4 с–1.

Число інформації, що надходить для обробки, є випадковим, і при цьому інформація, що чекає на обслуговування, не залишає систему (не губиться).

Необхідно:

1) побудувати математичну модель для цієї системи в стаціонарному режимі;

2) визначити: M, L, tc;
3) обчислити середнє число витрат при роботі заданої системи, використовуючи формулу:
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де g1 — вартість одиниці часу простою системи, зумовленого відмовою роботи комп’ютера (g1 = 30 грн/хв);

g2 — вартість втрат, які пов’язані з тим, що інформація очікує черги на обслуговування (g2 = 300 грн/хв);

g3 — вартість експлуатації одного приладу (g3 = 100 грн/хв);

N0 — число приладів у системі (N0 = 1);

T — час роботи системи (Т = 60 хв).

Розв’язання. Позначимо через pk імовірність того, що в системі міститься k вимог інформації і комп’ютер обслуговує одиницю інформації, а через Qk — імовірність того, що в системі міститься k вимог і комп’ютер перебуває в стані налагодження.

Після ліквідації несправностей система зі стану Qk переходить у стан pk (k = 0, 1, 2, …).

У стаціонарному режимі роботи цієї системи математична модель матиме такий вигляд:
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(620)

Для розв’язання системи (620) використаємо метод імовірних твірних функцій.

Упровадимо його в такому вигляді:
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[image: image166.wmf].
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У системі (620) помножимо ліву і праву частини другого та четвертого рівнянь на xk і дістанемо:


[image: image167.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

l

+

l

=

m

+

l

l

=

m

+

l

m

+

l

+

m

=

m

+

l

+

l

m

+

m

=

l

+

l

-

-

+

.

)

(

.

4

,

)

(

.

3

,

)

(

.

2

,

)

(

.

1

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

1

0

0

0

1

0

0

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

x

p

x

p

x

Q

p

Q

x

Q

x

p

x

p

x

p

Q

p

p


(621)

У системі (621) просумуємо перше і друге рівняння, третє і четверте, дістанемо:
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(622)

Розв’язуючи систему функціональних рівнянь (622) щодо A1(x), A2(x), дістанемо:
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При х = 1 матимемо:
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Оскільки 
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 — умови нормування, то дістанемо:
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Підставляючи p0 у вираз для A1(1), A2(1), визначимо:
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 — імовірність того, що система зайнята обслуговуванням вимог інформації;
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 — імовірність того, що система перебуває у стані налагодження комп’ютера (приладу обслуговування).

Математичне сподівання кількості вимог інформації дорівнюватиме:
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 називають коефіцієнтом готовності системи.

Беручи числові значення параметрів, дістанемо:
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Тепер математичне сподівання дорівнюватиме:
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Середнє число вимог у черзі дорівнюватиме:
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Середнє значення часу очікування вимоги у черзі становитиме:


[image: image192.wmf]63

,

1

4

,

0

652

,

0

=

=

l

=

M

t

 с.

Середнє число витрат системи для Т = 60 хв дорівнюватиме:
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 грн. 32 коп.

Отже, витрати в середньому становлять 940 грн. 32 коп.

Теоретичні запитання до теми
?

1. Що називають випадковим процесом?

2. Дати класифікацію випадкових процесів.

3. Що називають реалізацією випадкового процесу?

4. Що називають перерізом випадкового процесу?

5. Що називають функцією розподілу перерізу?

6. Функція розподілу двох перерізів.

7. Математичне сподівання перерізу випадкового процесу X = x(t).
8. Дисперсія та середнє квадратичне відхилення перерізу випадкового процесу X = x(t).

9. Що називають кореляційним моментом для дискретних та неперервних перерізів випадкового процесу X = x(t)?

10. Що називають кореляційною функцією випадкового процесу X = x(t)? Її властивості.

11. Що називають Марковським процесом?

12. Що називають ланцюгом Маркова?

13. Матриця однокрокового переходу системи має вигляд ( = ...

14. Класифікація ланцюгів Маркова.

15. Що називають поглинаючим ланцюгом Маркова?

16. Які ланцюги Маркова називають регулярними?

17. Які ланцюги Маркова називають ергодичними?

18. Який вигляд має матриця стаціонарних імовірностей?

19. Як знаходять стаціонарні ймовірності для регулярних ланцюгів Маркова?

20. Що таке матриця вартостей?

21. Як обчислюються компоненти вектора винагороди за n кроків 
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22. Записати математичну модель процесу розмноження та загибелі для k популяцій.

23. Які мотиви спонукають виникнення черг у сфері обслуговування?

24. Записати математичну модель для найпростішої системи масового обслуговування у стаціонарному режимі.

25. Що називають імовірною твірною функцією? Властивості цієї функції.

26. Використання ймовірної твірної функції для визначення математичного сподівання.

27. Cереднє число вимог у системі обчислюється за формулою...

28. Середній час очікування вимоги до початку обслуговування обчислюється за формулою...

Задачі до теми

1. Знайти стаціонарні ймовірності для регулярних ланцюгів Маркова, що мають матриці однокрокового переходу системи:
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2. Щільність імовірностей випадкової функції X = x(t) дорівнює
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де a, ( — сталі величини.

Знайти: M(x(t)), D(x(t)).

Відповідь. M(x(t)) = a sin t, D(x(t)) = (2.

3. Двовимірна щільність випадкової функції (випадкового процесу) X = x(t) дорівнює
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Знайти: M(x(t)), D(x(t)), Kx(t1; t2).

Відповідь. M(x(t)) = 0, D(x(t)) = (2, Kx(t1; t2) = (2 при t1 = t2, 

                  Kx(t1; t2) = 0 при t1 ( t2.

4. Математичне сподівання і кореляційну функцію випадкового процесу X = x(t) задано M(x(t)) =t + 4;  Kx(t1; t2)= t1t2.
Знайти числові характеристики для Y(t) = 5tx(t)+2.

Відповідь. M(y(t)) = 5t2 + 20t + 2; D(y(t)) = 25t2; Kx(t1; t2) = 25t12 t22.

5. Дві фірми пропонують фермерам трактори, які умовно позначимо як трактор фірми А і трактор фірми В. Ці трактори мають такі ймовірні матриці однокрокового переходу зі стану (1 — працює добре в стан (2 — трактор потребує ремонту.

Дані матриці мають такий вигляд:
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Визначити, котрий із тракторів варто купити фермерові?

Відповідь. Трактор фірми А.

6. Водій таксі виявив, що коли він перебуває в аеропорту, то за одну годину простою він з імовірністю 0,6 повезе пасажира на автовокзал, з імовірністю 0,3 — на залізничний вокзал і з імовірністю 0,1 залишиться на стоянці. Коли ж він перебуває біля залізничного вокзалу, то з імовірністю 0,4 повезе пасажира до аеропорту, з імовірністю 0,3 — на автовокзал, з імовірністю 0,3 — залишиться на стоянці; коли ж водій таксі з машиною перебуває біля автовокзалу, то з імовірністю 0,7 повезе пасажира до залізничного вокзалу, з імовірністю 0,25 — до аеропорту, і з імовірністю 0,05 — залишиться на місці. Середній прибуток для кожного маршруту такий: проїзд за маршрутом аеропорт—вокзал коштує 10 грн. 30 коп.; аеропорт—залізничний вокзал — 8 грн. 20 коп. і автовокзал—залізничний вокзал — 9 грн. 50 коп. Записати однокрокову ймовірну матрицю переходів і матрицю вартостей. Визначити очікувані прибутки за чотири робочі години, якщо 
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Відповідь.   
[image: image203.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

p

05

,

0

7

,

0

25

,

0

3

,

0

3

,

0

4

,

0

6

,

0

3

,

0

1

,

0

,   
[image: image204.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

0

5

,

9

2

,

8

5

,

9

0

3

,

10

2

,

8

3

,

10

0

R

, 


[image: image205.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

грн.

7

,

8

грн.

47

,

6

грн.

01

,

8

)

3

(

v

r

.

7. Потік товарних залізничних потягів, що надходить на сортувальний вузол, приймається найпростішим з інтенсивністю ( = 4 потяги за одну годину. Обчислити ймовірність того, що за 1,5 години до залізничного вузла надійде: 1) п’ять потягів; 2) не більше п’яти.

8. На станцію поточного технічного ремонту надходять автомашини, які утворюють найпростіший потік із параметром ( = 0,8 автомашини за годину. У ремонті бере участь одна бригада робітників. Середній час ремонту однієї автомашини є випадковою величиною, що має експоненціальний закон розподілу з параметром ( = 1,8 автомашини за годину. На майданчику ремонтної станції одночасно може перебувати не більше як чотири автомашини.

Визначити: 1) імовірність того, що ремонтна станція простоюватиме без роботи; 2) імовірність того, що майданчик станції буде повністю заповненим; 3) середнє число автомашин на ремонтній станції.

Відповідь. Р0 = 0,6399; Р5 = 0,024; М = 0,7878.

9. Досліджується робота автозаправочної станції (АЗС), яка має три заправочні колонки. У середньому за кожну хвилину на АЗС надходять дві автомашини. Заправка однієї автомашини в середньому триває чотири хвилини. Число автомашин, що можуть перебувати в черзі для заправки, практично не обмежене і всі машини не залишають черги.

Визначити: 1) імовірність того, що на АЗС буде відсутня черга; 2) середнє число машин у черзі; 3) середній час очікування для автомашин до початку їх обслуговування.

Відповідь.  Р0 = 0,606;  М = 0,43;  t = 0,11 хв.
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